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0.2. Resumen con palabras claves
Siguiendo el acuerdo CAN 536, se aprecia como deseable la integracio´n regional de
mercados de electricidad, desde el punto de vista de interconexiones, para satisfacer
demandas y de la posible consolidacio´n de un mercado unificado en competencia en
el mediano plazo. Sin embargo, lo que au´n esta´ por definirse son reglas de juego con
beneficios satisfactorios para todas las partes que hayan sido demostradas.
El objetivo de este trabajo doctoral es construir un modelo de oferta y demanda
para un mercado regional (entre naciones) de electricidad que conduzca al aprendizaje
para el establecimiento de reglas de juego del sistema integrado de electricidad. Para
ello, se establecieron como metas intermedias el obtener un modelo validado de oferta
y demanda para un mercado nacional de electricidad y la proposicio´n de un modelo
regional de oferta y demanda que parta del modelo nacional propuesto.
En este trabajo se construyo´ un modelo cuatro dimensional para la oferta y la
demanda de potencia en un mercado nacional de electricidad. En la elaboracio´n del
modelo se utilizo´ la metodolog´ıa denominada dina´mica de sistemas. La evolucio´n de
las variables de estado capacidad de generacio´n instalada y capacidad de generacio´n en
construccio´n nos permiten ver el comportamiento de la oferta, mientras la evolucio´n
temporal de las variables precio al consumidor y demanda de potencia nos permiten
ver el comportamiento de la demanda. En este modelo de oferta y demanda nacional se
estudio´ la existencia de bifurcaciones, lo que podr´ıa conducir a la existencia de escenarios
distintos de evolucio´n del mercado. Esto debido a que se encontraron el feno´meno de no-
linealidad y de no-suavidad, pero no fueron encontradas estructuras emergentes como
lo son los atractores extran˜os y los pseudociclos l´ımites. La validacio´n presenta a este
modelo como una representacio´n muy cercana a la realidad cuya principal debilidad
esta´ en no representar crisis o feno´menos clima´ticos.
Partiendo del Market Coupling, se propuso un modelo para la integracio´n en el que
fundamentalmente se realizo´ una redefinicio´n del Margen de Reserva en cada una de las
naciones que participar´ıan de la integracio´n, llegando a un sistema de 4n−ecuaciones
diferenciales de primer orden, no lineales, donde n representa el nu´mero de pa´ıses en la
integracio´n.
La simulacio´n del modelo se realizo´ con los valores de mercado y los valores de cal-
ibracio´n de dos naciones suramericanas. Como resultado se obtiene el comportamiento
esperado del sistema, salvo en el caso de los valores de exportacio´n, en los que a causa
del supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita entre naciones, se ve sobrepasar
los valores reales encontrados en el mercado en al menos tres veces. Es as´ı, que de
acuerdo al supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita para la interconexio´n, se
puede dar por validado el modelo.
Los modelos propuestos en este trabajo de tesis permiten la experimentacio´n para la
formulacio´n de las reglas de juego necesarias para la integracio´n regional de mercados.
xPalabras claves: mercado nacional de electricidad, dina´mica de sistemas, sistemas
dina´micos Piecewise Smooth, pol´ıticas de energ´ıa, modelamiento.
0.3. Abstract with keywords
Following the agreement CAN 536, is seen as desirable regional integration of elec-
tricity markets from the point of view of interconnects to meet demands and the possi-
ble consolidation of a unified market competition in the medium term. However, what
remains to be defined are rules with satisfactory benefits to all parties.
The goal of this doctoral work is to build a model of supply and demand for a regional
market (between nations) of electricity that is conducive to learning for establishing
rules integrated electricity system. For this purpose, intermediate goals were established
as to obtain a validated model of supply and demand for a national electricity market
and the proposal of a regional model of supply and demand that departs proposed
national model.
In this paper we built a four dimensional model for the supply and demand of power
in a national electricity market. In developing the model we used the system dynamics
methodology. The evolution of the state variables of installed generation capacity and
generation capacity under construction allow us to see the behavior of supply, while
the temporal evolution of the consumer price variable and power demand enable us to
see the behavior of demand. In this model of supply and domestic demand is studied
the existence of bifurcations, which could lead to the existence of different scenarios
of market developments. This is because we found the phenomenon of non-linearity
and non-smoothness, but was not found emerging structures as strange attractors and
pseudocycles limits. The validation shows to this model is a very close representation of
the reality, whose main weakness is not represent economic crisis or abnormal climatic
events.
From Market Coupling, is proposed a model in which integration was performed
essentially redefining Reserve Margin in each of the nations that participate in the
integration, reaching a system of 4n− differential equations of first order, nonlinear,
where n is the number of countries in the integration.
The simulation was performed using market values and calibration values in two
South American nations. The result is the expected behavior of the system, except in the
case of export values, where is found to exceed the actual values in the market, because
we use the assumption of an infinite transmission capacity between nations. Thus,
according to the assumption that an infinite transmission capacity for interconnection,
be taken for validating the model.
The models proposed in this thesis allow the experimentation to formulate the
necessary rules for the regional integration of energy markets.
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Keywords : national energy market, System Dynamics, Dynamical systems, Piece-
wise Smooth, energy policies, modelling.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1. Fundamentos de la investigacio´n
La electricidad es fundamental para el desarrollo econo´mico e industrial de la so-
ciedad, siendo la base de muchas de sus ma´s importantes actividades. Es destacable, por
ejemplo, la correlacio´n existente en Colombia entre el consumo ele´ctrico y el producto
interno bruto de una nacio´n [1], vea Figura (1.1).
Figura 1.1: Correlacio´n entre la demanda y el PIB en Colombia. Fuente: Datos PIB, DepartamentoAdministrativo
Nacional de Estad´ıstica (DANE)
En cuanto al mercado de energ´ıa, mientras a principios del siglo XX se hablaba de
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los mercados energe´ticos como monopolios naturales y de las contrariedades de pre-
tender considerarlos mercados en competencia [2], desde hace no ma´s de tres de´cadas
la visio´n de estos mercados se transformo´, dando inicio a procesos de desregulacio´n y
liberalizacio´n de los mercados que se orienta a la generacio´n de competencia[3, 4, 5].
1.1.1. Panorama anterior a la desregulacio´n y liberalizacio´n
A finales del siglo XIX aparecieron los primeros mercados ele´ctricos. Estos se de-
sarrollaron como mercados en competencia, pero crearon demasiados inconvenientes,
por lo que se llego´ a creer que la u´nica forma de desarrollarlos era como monopolios
naturales. Debido a esto, muchos gobiernos estructuraron sus mercados de electricidad
como monopolios naturales con el fin de proteger y controlar los precios pagados por
los usuarios.
Considerar los mercados ele´ctricos como monopolios naturales conduc´ıa a venta-
jas como los son la generacio´n: 1) de economı´as de escala, por la construccio´n de
grandes plantas generadoras que reducen dra´sticamente los costos de generacio´n [2],
2) de ganancias en la eficiencia del sistema, debido a la operacio´n centralizada del sis-
tema de generacio´n las cuales no ser´ıan alcanzadas cuando las plantas son operadas
independientemente [2] y 3) de facilidades para la atencio´n de los costos de trans-
misio´n y distribucio´n, los cuales han sido usualmente muy altos para ser atendidos por
compan˜´ıas privadas [6]. Sin embargo, estos esquemas monopo´licos producen tambie´n
desventajas importantes.
Los esquemas monopo´licos condujeron a las crisis causadas por el racionamiento y la
falta de capacidad de inversio´n en generacio´n porque las empresas operaban de forma
ineficiente con sobrecostos que eran pagados por el consumidor final en detrimento
de la economı´a de la nacio´n [7, 8, 9, 10, 11]. Tales ineficiencias esta´n relacionadas
principalmente con decisiones pol´ıticas que ignoran, en gran medida, los criterios como
la eficiencia y la calidad del servicio [12].
Los mercados en los que realmente no existe competencia tambie´n presentan otros
problemas importantes porque, en el corto plazo, el regulador debe proveer incentivos a
los generadores para que operen tan barato como ocurrir´ıa en los mercados competitivos,
y en el largo plazo, el regulador debe minimizar los costos promedios de generacio´n del
sistema. Estos objetivos del regulador son antago´nicos, y es imposible que el regulador
pueda cumplirlos simulta´neamente [2, 13].
1.1.2. Desregulacio´n y Liberalizacio´n
Por estas razones, en las u´ltimas dos de´cadas se han llevado a cabo procesos de
desregulacio´n y liberalizacio´n de los mercados, creando nuevos con caracter´ısticas u´nicas
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que difieren grandemente de los mercados financieros tradicionales. El modelo de la re-
forma (liberalizacio´n) se basa en la competencia y en la regulacio´n independientemente.
Se preve´ que el aumento de la competencia redundara´ en mayor eficiencia y confiabili-
dad, en precios ma´s bajos y en la promocio´n del crecimiento econo´mico y el desarrollo
[4]. De conformidad con esto se aplica un paquete normalizado de reformas que com-
prende las siguientes de cara´cter interdependiente [3, 4, 5, 14]:
La creacio´n de mercados de electricidad que operen, entre otros, bajo el criterio
de la eficiencia econo´mica introducida mediante el esquema de libre competencia.
La desintegracio´n vertical de la industria, incentivando la participacio´n de los
agentes privados como generadores, operadores, transmisores y distribuidores.
Esto implica que las empresas racionalizan su operacio´n y producen beneficios
econo´micos representados en la disminucio´n de las tarifas para el consumidor
final. Pero tambie´n implica que el estado libera los recursos usados para el sosten-
imiento del monopolio estatal, aumentando su capacidad de inversio´n en otros
sectores.
Introducir mecanismos que obliguen a la disminucio´n de los costos de generacio´n
del corto plazo, mientras incentivan la disminucio´n de los costos promedio de
generacio´n en el largo plazo.
Privatizacio´n de las diferentes entidades resultantes de la desintegracio´n.
Competencia en el mercado al por mayor y al por menor.
Acceso regulado o negociado de terceras partes a los subsectores de transmisio´n
y distribucio´n.
Aqu´ı el estado actu´a como regulador encargado de velar por una prestacio´n ade-
cuada del servicio, el mantenimiento de unas reglas claras de mercado que incentiven
la participacio´n de los agentes privados en el sector ele´ctrico y que se mantengan las
condiciones necesarias para la libre competencia[13].
En este esquema las firmas generadoras tratan de recuperar sus costos de operacio´n
y los retornos de las inversiones, ellas ajustan sus ofertas y precios de acuerdo con sus
estrategias comerciales [15]. Las compan˜´ıas duen˜as de las redes de transmisio´n ofrecen
sus activos para llevar electricidad desde las unidades de generacio´n hasta los consum-
idores; su servicio es pagado a partir de tarifas reguladas [13, 14]. Los distribuidores
y grandes consumidores tratan de negociar contratos bilaterales beneficiosos, y operar
eficientemente en el mercado de corto plazo [16].
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Las unidades estrate´gicas de cada agente deben definir los objetivos y estrategias de
largo plazo, mientras que las unidades operativas deben tomar acciones e implementar
planes para alcanzar dichos objetivos. No obstante, las decisiones tomadas son imper-
fectas, por lo que sus resultados parciales deben ser monitoreados con el fin de corregir
las acciones realizadas e implementar nuevas acciones que permitan que cada agente
alcance sus objetivos organizacionales [13].
La toma de decisiones para los agentes es muy dif´ıcil debido a que los mercados
ele´ctricos liberalizados pueden considerarse como ambientes complejos que cambian
ra´pidamente [17]. La regulacio´n establece las reglas para la operacio´n del mercado en
la persecucio´n de la eficiencia econo´mica buscando reducir la posibilidad de arbitraje,
y promueve la competicio´n entre las firmas [2].
En los segmentos de cadena de suministro que entran˜an la existencia de una red, es
decir, los sistemas de transmisio´n de alto voltaje y los sistemas locales de distribucio´n
que transportan la electricidad desde las compan˜´ıas de generacio´n hasta los usuarios,
la competencia no es viable porque requerir´ıa la duplicacio´n de la red.
Por otro lado, permitir a todos los generadores y comercializadores acceder a las
redes de transporte aumenta las posibilidades de competencia, pues se ofrece a los
usuarios finales la oportunidad de escoger su proveedor. Eso alienta a las compan˜´ıas de
generacio´n a tratar de producir ma´s barato y competir por los proveedores minoristas
y a estos a competir por la clientela de los usuarios finales.
En este nuevo escenario competitivo, se hace necesario entender co´mo las carac-
ter´ısticas del mercado y sus condiciones especiales afectan los precios, y co´mo es la
relacio´n entre la oferta y la demanda en los mercados nacionales, para tomar mejores
decisiones que conduzcan a la formulacio´n de estrategias de intercambio de electricidad
con otras naciones y de inversio´n para competir en los actuales escenarios de integracio´n
transfonteriza entre paises.
1.1.3. Caracter´ısticas de los mercados Ele´ctricos
Las caracter´ısticas que constituyen a los mercados de electricidad como un mercado
muy especial se presentan a continuacio´n[4]:
Imposibilidad de almacenarla en forma econo´mica: la demanda de electricidad
debe ser atendida en tiempo real en cada punto de la red.1 Esto implica que el
mercado debe tener suficientes activos de generacio´n para satisfacer el consumo
pico durante el d´ıa, mientras algunos de estos activos permanecen inactivos cuan-
do el consumo base es atendido. Adema´s, implica una alta inestabilidad en el
comportamiento de los precios.
1La congestio´n de las redes, unida al cara´cter no almacenable de la electricidad, puede limitar en
medida importante, la extensio´n geogra´fica de la competencia al reducir la capacidad de los proveedores
remotos para competir, lo que agrava los problemas de abuso de posicio´n dominante del mercado.
1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 5
La elasticidad de la demanda de electricidad a corto plazo es muy baja, y la
oferta se vuelve muy inela´stica a niveles de demanda muy elevadas, pro´ximas a
los l´ımites de capacidad. La baja elasticidad no permite contribuir sustancialmente
en la reduccio´n de precios y en la mitigacio´n de sus fluctuaciones.
La incapacidad de almacenamiento de la electricidad, sumado a las variaciones
constantes de una demanda muy poco ela´stica, los posibles fallos en los equipos
de generacio´n y transmisio´n, y la necesidad de ajuste entre la oferta y la demanda
en todos los puntos de la red, hace disponer de generadores de reserva que puedan
responder con prontitud a los cambios en la relacio´n oferta-demanda.
En el caso colombiano, debido a que nuestro mercado puede satisfacer completa-
mente la demanda a partir de la hidroelectricidad, el clima juega un papel muy impor-
tante [14]. Estaciones clima´ticas muy secas inducen precios extremadamente altos, ya
que la demanda debe ser atendida por estaciones te´rmicas costosas; mientras que las
temporadas de lluvias abaratan los costos al no necesitar de los generadores te´rmicos.
El costo de la electricidad tambie´n depende de la diversidad tecnolo´gica de los activos,
as´ı como los avances en el uso de energ´ıas renovables y/o alternativas. La demanda
esta´ caracterizada por la presencia de muchos factores c´ıclicos asociados a las esta-
ciones del an˜o, los festivos y laborales, las horas de luz solar, la temperatura ambiente,
etc.
1.2. Planteamiento del problema
Desde la de´cada de los ochenta del siglo pasado, naciones latinoamericanas han
venido pasando de monopolios naturales estatales a mercados liberalizados. Desde en-
tonces, se ha establecido como deseable el desarrollo de sistemas regionales interconec-
tados y el futuro funcionamiento de mercados integrados de energ´ıa.
De este modo, se han conformado regiones de naciones que a trave´s de la construc-
cio´n de l´ıneas de transmisio´n, comercializan la electricidad y satisfacen sus demandas.
De nuestro especial intere´s es la regio´n conformada por la Comunidad Andina de
Naciones2 (CAN) y Venezuela, pero tambie´n la regio´n que se conformara´ en el momento
en el que se termine la l´ınea de transmisio´n entre Colombia y Panama´, que abrira´ la
posibilidad de un mercado naciones suramericanas y centroamericanas.
El acuerdo CAN 536 sobre el marco general para la interconexio´n subregional de
sistemas ele´ctricos e intercambio intracomunitario de electricidad aprobado en diciem-
bre de 2002 [52] por los pa´ıses andinos, aduce importantes beneficios para los pa´ıses
miembros en te´rminos econo´micos, sociales y ambientales, que adema´s pod´ıa conducir
2La Comunidad Andina de Naciones incluye a Bolivia, Ecuador, Peru´ y Colombia.
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a la utilizacio´n o´ptima de sus recursos energe´ticos y a la seguridad y confiabilidad en
el suministro ele´ctrico de la regio´n.
Esta integracio´n regional se traduce en un aprovechamiento de los excesos de oferta
que hay en algunos pa´ıses; en un aumento de la competencia en el sector que puede
producir una disminucio´n en los precios y una mejora en la calidad, adema´s de una
ampliacio´n en la escala de produccio´n que busca aumentar la confiabilidad y seguri-
dad en el suministro; finalmente, en el aprovechamiento de los beneficios en te´rminos
econo´micos, sociales y ambientales que traen los intercambios [53]. De este modo, los
intercambios de electricidad son importantes para el aumento de la inversio´n, para el
aprovechamiento de economı´as de escala y para que el mercado beneficie a los usuarios
con precios ma´s bajos.
Sobre la comercializacio´n de electricidad en regiones conformadas por naciones, sur-
gen muchas dudas acerca de la capacidad instalada de generacio´n y la capacidad instala-
da en transmisio´n que deber´ıa poseer cada pa´ıs para satisfacer la demanda hoy, adema´s,
de la capacidad en generacio´n y en transmisio´n que deber´ıa estarse construyendo para
atender la demanda energe´tica del man˜ana, y de co´mo se comportar´ıa el precio de la
electricidad en cada nacio´n despue´s de realizada la integracio´n. Tambie´n debe anotarse
que au´n no son claras las reglas de juego del mercado para maximizar el bienestar entre
las demandas y las ofertas internacionales.
En este marco, creemos que existen pasos a seguir. El primero es la realizacio´n de un
modelo que represente el comportamiento de un mercado nacional de electricidad. El
siguiente es la integracio´n de modelos nacionales en un solo modelo regional. Finalmente,
el establecimiento de reglas de juego del mercado.
En este contexto, este documento se limita a la realizacio´n de un modelo que rep-
resente el comportamiento de un mercado nacional de electricidad y de un modelo que
integre diferentes modelos nacionales en un solo modelo regional, tratando de contestar
a la pregunta:
¿Cua´l representacio´n de los mercados nacionales permite la integracio´n
de estos en un solo modelo regional que conduzca al aprendizaje del sistema
integrado para el futuro establecimiento de reglas de juego de un mercado
regional de electricidad?
El problema aqu´ı presentado consiste entonces en la construccio´n de un modelo
nacional adecuado para la tambie´n construccio´n de un modelo que integre varios sis-
temas nacionales. El problema de la construccio´n del modelo nacional se aborda usando
Dina´mica de Sistemas, lo que permite una representacio´n siste´mica del problema en un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Estas ecuaciones se es-
tudian usando Sistemas Dina´micos persiguiendo la idea de Bifurcaciones. Finalmente,
se usa nuevamente la Dina´mica de sistemas para proponer un modelo que permita el
aprendizaje del sistema de mercado regional de electricidad. De este modo, debe quedar
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claro que el modelo de integracio´n permitira´ el establecimiento de reglas de juego de
un mercado regional de electricidad, pero el establecimiento de tales reglas no se re-
alizara´ en este documento.
1.3. Justificacio´n de la investigacio´n
Siguiendo el acuerdo CAN 536, se aprecia como deseable la integracio´n regional de
mercados de electricidad, desde el punto de vista de interconexiones para satisfacer
demandas y de la posible consolidacio´n de un mercado unificado en competencia en
el mediano plazo. Sin embargo, lo que au´n esta´ por definirse son reglas de juego con
beneficios satisfactorios para todas las partes que hayan sido demostradas.
Este trabajo propone un modelo para la definicio´n de esas reglas de juego, a par-
tir de los aprendizajes que pueden obtenerse de la experimentacio´n por simulaciones
que este modelo permite. En este sentido, del modelo pueden desprenderse argumen-
tos y claridades que deben tenerse para el establecimiento de un mercado regional de
electricidad, trayendo de este modo desarrollo y bienestar a las naciones implicadas.
La metodolog´ıa utilizada vincula Dina´mica de Sistemas y Sistemas Dina´micos, lo
cual en algunos contextos en los que se desarrolla la dina´mica de sistemas, es con-
siderado como un ejercicio de exclusivo intere´s acade´mico. En este trabajo se utiliza
para garantizar la existencia de bifurcaciones en el sistema, lo que podr´ıa conducir a
la existencia de escenarios distintos de evolucio´n del problema. Esto garantiza que las
conclusiones sacadas del modelo de integracio´n no contengan valores parame´tricos fron-
tera en los que tengamos que enfrentarnos a situaciones posiblemente no deseadas, que
no hayan sido identificadas por la forma purista de la Dina´mica de sistemas en la que
no se trabaja con bifurcaciones.
Particularmente, en el modelo aqu´ı propuesto para la representacio´n del merca-
do nacional de electricidad vemos el feno´meno de no-linealidad y de no-suavidad, los
cuales pueden generar estructuras emergentes como lo son los atractores extran˜os y los
pseudociclos l´ımites, quienes a su vez pueden comportar situaciones que deben ser estu-
diadas para conocer sus implicaciones. Esto no puede hacerse sin el uso de los Sistemas
Dina´micos.
Los modelos propuestos en este trabajo de tesis permitira´n la experimentacio´n para
la formulacio´n de las reglas de juego necesarias para la integracio´n regional de mercados.
1.4. Objetivos
Los objetivos de este trabajo doctoral se presentan a continuacio´n.
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1.4.1. Objetivo General
Construir un modelo de oferta y demanda para un mercado regional (entre naciones)
de electricidad que conduzca al aprendizaje para el establecimiento de reglas de juego
del sistema integrado de electricidad.
1.4.2. Objetivos Espec´ıficos
Obtener un modelo validado de oferta y demanda para un mercado nacional de
electricidad.
Proponer un modelo regional de oferta y demanda.
1.5. Metodolog´ıa
La metodolog´ıa desarrollada para la elaboracio´n de este trabajo inicia con la tradi-
cional revisio´n del estado del arte. Esta revisio´n vincula documentos de las bases de
datos disponibles en la Universidad Nacional y de los documentos de tesis de maestr´ıa
y doctorado realizadas en la Universidad Nacional, Facultad de Minas en Medell´ın
(Colombia), que estuvieran relacionadas con el tema de este trabajo. Haciendo un
seguimiento de las referencias en todos estos documentos, se encontraron otros que
finalmente permitieron la construccio´n de los fundamentos y los argumentos que en
este documento son presentados con respecto a mercados ele´ctricos.
En cuanto a la forma de abordar el problema, se propuso hacer una apuesta con
la Dina´mica de Sistemas, para ver si podr´ıa conducirnos a los resultados esperados.
Esto implico´ el estudia completo de la teor´ıa de la Dina´mica de Sistemas, que para
este problema requirio´ de la utilizacio´n de sus principales conceptos, dando lugar a la
creacio´n de un grupo de investigacio´n en la Universidad Sergio Arboleda, liderado por
el candidato, que desde 2010 participa de forma activa en los congresos nacionales y
latinoamericanos de Dina´mica de Sistemas, adema´s de la conferencia internacional de
la sociedad de Dina´mica de Sistemas.
La idea de la utilizacio´n de la Dina´mica de sistemas, inicialmente, era la de la
formulacio´n de un sistema de ecuaciones diferenciales, no lineales y a trozos, que ser´ıa
estudiado utilizando la teor´ıa de Bifurcaciones para sistemas a trozos. En este sentido, la
investigacio´n ten´ıa un gran intere´s matema´tico. Se realizaron primeras aproximaciones
que condujeron a interesantes resultados matema´ticos de lo que ser´ıa un mercado na-
cional de electricidad, que fueron publicados en revista indexada (vea [45]) y a la idea
de que un diagrama de bifurcaciones es en s´ı mismo el mapa de todos los escenarios
posibles de un sistema en los que puede evolucionar con dependencia de para´metros.
Sin embargo, tuvimos que desistir de la idea de las bifurcaciones porque los valores en
los que los para´metros generaban las bifurcaciones se encontraban en intervalos irreales
del sistema.
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Pensamos entonces en volver a revisar el sistema y fue entonces cuando el candidato
realizo´ una estancia de tres meses en la Universidad de Sevilla (Espan˜a), donde en
colaboracio´n con Gerard Olivar e Isaac Dyner (via web desde Colombia) y Francisco
Torres (de la Universidad de Sevilla) se realizaron todo tipo de ensayos de modelado,
persiguiendo un sistema de ecuaciones cuya riqueza permitiera conjuntamente el estudio
matema´tico y la validacio´n de los resultados de un mercado nacional de electricidad.
Al final, obtuvimos un sistema de ecuaciones que representaba bien los resultados de
los mercados, pero que no ten´ıa la riqueza matema´tica que se esperaba.
El modelo para mercados nacionales obtenido, se sometio´ a la calibracio´n utilizando
datos de los mercados colombiano y ecuatoriano. El resultado de la simulacio´n del
modelo calibrado condujo a la validacio´n del modelo, que entonces, se encontraba listo
para ser utilizado en el proceso de integracio´n con otras naciones.
De acuerdo a la revisio´n del estado del arte, el modelo de integracio´n que deb´ıa
seguirse tendr´ıa que corresponderse con el me´todo de administracio´n de la congestio´n
denominado Market Coupling, de modo que se genero´ una propuesta de como hacerlo,
utilizando exclusivamente Dina´mica de Sistemas. Las simulaciones de este modelo para
la integracio´n se realizaron en el software especializado para Dina´mica de sistemas Ven-
sim, que no permitio´ la vinculacio´n de ma´s que dos naciones. Entonces se vincularon
estas dos naciones utilizando los valores de mercado que se hab´ıan utilizado en la cali-
bracio´n y validacio´n del modelo nacional, es decir, los datos de los mercados colombiano
y ecuatoriano. El resultado es el comportamiento esperado, salvo en el caso de la can-
tidad de electricidad ofertada, que excede en mucho los valores reales. Esto se explica
porque al realizar las interconexiones entre naciones en el modelo propuesto para la
integracio´n, se considero´ una capacidad de transmisio´n infinita.
1.6. Esquema general de la tesis
Esta tesis esta organizada como se presenta a continuacio´n.
En el Cap´ıtulo (1) se establecen las bases de este documento. Se presentan los
fundamentos de la investigacio´n (1.1), el planteamiento del problema de investigacio´n
(1.2), la justificacio´n de la investigacio´n (1.3), los objetivos (1.4), y la metodolog´ıa con
la que se realizo´ este trabajo (1.5). El cap´ıtulo finaliza con una seccio´n de conclusiones
(1.7).
En el Cap´ıtulo (2) de presentan las ideas principales sobre el modelado que se
siguieron en este documento (2.2) y se realiza una compilacio´n teo´rica de la Dina´mica
de Sistemas (2.3) y de los Sistemas Dina´micos como sistemas Piecewise Smooth (2.4),
dando uso de algunos ejemplos, lo cual es utilizado en la construccio´n del modelo y en
su ana´lisis.
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El Cap´ıtulo (3) hace la presentacio´n del modelo de oferta y demanda de potencia
en un mercado nacional de electricidad. En la Seccio´n (3.2) se muestra la construccio´n
completa del modelo propuesto. En la Seccio´n (3.3) se analiza el modelo desde el punto
de vista de la Dina´mica de Sistemas (3.3.1) y desde el punto de vista de los Sistemas
Dina´micos Piecewise Smooth (3.3.2). En la Seccio´n (3.4) se realiza la calibracio´n y
validacio´n del modelo dando uso de los datos histo´ricos de dos mercados nacionales. El
cap´ıtulo finaliza con una seccio´n de conclusiones (3.5).
En el Cap´ıtulo (4) se presentan las transacciones internacionales de electricidad (4.2)
y los me´todos para administrar la congestio´n (4.3) como fundamentos que permitira´n la
construccio´n de una propuesta para la integracio´n de mercados nacionales, siguiendo el
hecho de que cada mercado nacional tendra´ la representacio´n construida en el Cap´ıtulo
(3). El modelo de integracio´n regional propuesto se presenta en la Seccio´n (4.4) y su
validacio´n en la Seccio´n (4.5). Conclusiones parciales se presentan al final del Cap´ıtulo
en la Seccio´n (4.6).
El Cap´ıtulo final (5), esta´ dedicado a la presentacio´n de las conclusiones definitivas
del trabajo (5.2) y a la definicio´n de los trabajos futuros (5.3).
1.7. Conclusiones de Cap´ıtulo
Este cap´ıtulo establecio´ las bases de este documento. Aqu´ı se presentaron los funda-
mentos teo´ricos de la investigacio´n y se introdujo el problema de investigacio´n. Despue´s
se justifico´ la investigacio´n, se presentaron los objetivos, se describio´ la metodolog´ıa
implementada y se esquematizo´ el reporte. Con estas bases, el reporte puede proceder
con una detallada descripcio´n de la investigacio´n.
Cap´ıtulo 2
Elementos para el Modelado de
Sistemas
2.1. Introduccio´n
Este cap´ıtulo esta dedicado a la presentacio´n de las herramientas e ideas que se han
usado en el modelado de la oferta y demanda de potencia de un mercado nacional de
electricidad. El ejercicio de modelado en la actualidad hace uso de diferentes te´cnicas
provenientes de la matema´tica, la f´ısica, la estad´ıstica y la ingenier´ıa, entre las que se
puede citar el uso de redes neuronales, simulacio´n basada en agentes, teor´ıa de juegos,
control de operaciones, dina´mica de sistemas, sistemas dina´micos, teor´ıa de control, etc.
El modelado de un problema consiste en la construccio´n de una representacio´n,
necesariamente aproximada, de la realidad que enmarca y define el problema. El e´xito
del modelado depende de la capacidad que e´ste tenga para responder a cuestiones de
importancia sobre el feno´meno que modela.
En este trabajo se utilizo´ para el modelado la metodolog´ıa denominada dina´mica de
sistemas. La dina´mica de sistemas fue desarrollada por el profesor Jay Forrester en la
de´cada de los 50’s en el Instituto Tecnolo´gico de Massachusetts (MIT). Esta metodolog´ıa
se basa en la construccio´n de sistemas mediante grafos dirigidos bivaluados, que pueden
ser transformados en representaciones denominadas diagramas de niveles y flujos, por
medio de los cuales se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden dependientes del tiempo, con las que se dice haber obtenido el modelo
matema´tico del sistema que se estudia.
Las ecuaciones diferenciales obtenidas usando dina´mica de sistemas, representan un
campo vectorial en el que esta definida impl´ıcitamente una ley de evolucio´n del sistema.
En este trabajo hemos estudiado el sistema de ecuaciones resultante utilizando la Teor´ıa
de los Sistemas Dina´micos, por medio de la cual se puede realizar una caracterizacio´n
geome´trica de la estructura de las o´rbitas, es decir, usando sistemas dina´micos, podemos
describir cualitativamente la ley de evolucio´n del sistema.
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El cap´ıtulo esta organizado de la siguiente manera: en la seccio´n (2.2), se presenta
una definicio´n formal de modelo y se discute sobre los aspectos ba´sicos de modelizacio´n.
En la seccio´n (2.3), se hace una presentacio´n de la metodolog´ıa de la dina´mica de sis-
temas, mostrando la forma en la que se construyen los diagramas causales, los diagra-
mas de niveles y flujos y el sistema de ecuaciones diferenciales. Adema´s, se presenta
la formalizacio´n de resultados importantes en esta metodolog´ıa y algunos ejemplos. Fi-
nalmente, en la seccio´n (2.4), presentamos las definiciones y teoremas ma´s importantes
de la teor´ıa de los sistemas dina´micos que fueron utilizados en este trabajo, as´ı como
algunos ejemplos que ilustran lo presentado.
2.2. Modelado
Diremos que un objeto M es un modelo de un objeto S, para un observador O, si
dicho observador O se puede servir de M para responder a cuestiones que le importan
con relacio´n a S, [19]. Acerca de esta definicio´n de modelo Aracil(1997) escribe
En esta definicio´n de modelo, la presencia del observador O es ba´sica, ya
que toda descripcio´n (y, en consecuencia, todo modelo M) lleva asociado un
observador O. El modelo lo es para e´l, y para aquellos con los que comparte
un lenguaje con el que describir una determinada forma de ver un cierto
aspecto de su entorno. El modelo no es -al menos no tiene porque serlo- una
copia (de aquel aspecto) que tenga un valor descriptivo independiente de
co´mo se realiza, sino que esta´ asociada a una interpretacio´n de la realidad
construida con los u´tiles aportados por un lenguaje de modelado.
De este modo, decimos que el modelado es un medio para obtener un fin, y no el fin en
s´ı mismo, como tambie´n decimos que un modelo es una representacio´n de la realidad y
no la realidad en s´ı misma. Un modelo es una representacio´n simplificada de la realidad
[17].
Tres aspectos son indispensables en la elaboracio´n de un modelo: coherencia argu-
mentativa, coherencia dimensional y validacio´n. A continuacio´n comentamos cada uno
de ellos.
Coherencia argumentativa: el modelo debe construirse sobre unas hipo´tesis coher-
entes, es decir, las relaciones entre los diferentes atributos que se puedan establecer en
un sistema deben ser consistentes. Esta coherencia depende de la conceptualizacio´n de
quien hace el modelo y de su capacidad para encontrar relaciones ciertas.
Coherencia dimensional : es la coherencia en el tratamiento de las unidades del
sistema. Si las unidades del modelo no son coherentes, el modelo no puede representar
sistema alguno.
Validacio´n: este aspecto debe considerarse en una doble v´ıa. Por un lado, consiste
en la discusio´n de las hipo´tesis de construccio´n del modelo con expertos en modelado y
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con expertos en el tema que se desea modelar. En este sentido, la validacio´n es una eval-
uacio´n constante de pares. Por otro lado, consiste en ensayar a partir de simulaciones,
las hipo´tesis sobre las que se ha construido el modelo, as´ı como la consistencia de las
mismas [19]. Esta comparacio´n se realiza con valores histo´ricos dados por la experiencia
y nos indica el rango de validacio´n del modelo, es decir, el intervalo de tiempo para
el que el modelo es va´lido. En ausencia de experiencia, es necesario comprobar que el
comportamiento del sistema en las simulaciones sea coherente con la base conceptu-
al sobre la que se construyo´. La validacio´n es un proceso de continua realimentacio´n,
porque cada vez que se propone o corrige una hipo´tesis sobre el modelo y se realiza la
simulacio´n y la discusio´n con pares, es necesario volver sobre las hipo´tesis realizando
cambios que permitan volver a simular y volver a discutir. Este proceso c´ıclico, aunque
consiste de los mismos pasos, permite la emergencia de un modelo que se parecera´ tanto
ma´s a lo que se desea modelar, cuanto ma´s se realice el recorrido.
2.3. Dina´mica de sistemas
La Dina´mica de Sistemas es una metodolog´ıa desarrollada por el ingeniero Jay
Forrester del Massachusetts Institute Technology (MIT) presentada en sus obras [20, 21]
y que cuenta actualmente con comunidades acade´micas importantes por todo el mundo.
En dina´mica de sistemas, se concibe cualquier aspecto del mundo como la interaccio´n
causal entre atributos que lo describen. De esta forma, se construyen representaciones
siste´micas con flechas y puntos, denominadas diagramas causales, que capturan todas
las hipo´tesis propuestas por el modelador, desde las que se puede aprender del sistema
para intervenir sobre e´l en el ejercicio de decisio´n.
Los diagramas causales son muy usados en gestio´n, administracio´n y en la elabo-
racio´n de pol´ıticas, aunque tambie´n pueden ser utilizados para la comprensio´n de todo
tipo de feno´menos sociales y ambientales [17, 22, 23]. Cuando se pretende hacer mode-
los matema´ticos, la dina´mica de sistemas permite avanzar desde los diagramas causales
hacia unos nuevos diagramas, denominados diagramas de niveles y flujos, en los que
cada atributo se distingue como nivel (o variable de estado), flujo (o razo´n de cambio),
variable auxiliar y para´metro, estas cuestiones sera´n tratadas ma´s adelante. Dicha dis-
tincio´n permite construir un conjunto de ecuaciones a partir de las que se puede definir
un sistema de ecuaciones diferenciales que describira´ determin´ısticamente el problema
que se esta´ abordando.
Antes de abordar el tema de esta seccio´n, debemos primeramente detenernos en el
concepto fundamental de este cap´ıtulo, el concepto de sistema.
Definicio´n 1 Sistema Un sistema es una dupla (X,R), donde X es un conjunto
dotado de elementos y R es una relacio´n entre ellos [19].
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Podemos decir entonces, de forma general, que un sistema es un conjunto de elementos
en interaccio´n. La pregunta es ¿co´mo saber si lo que se observa es un sistema o no? Los
sistemas existen en nuestro intelecto como una interpretacio´n de la realidad, como una
estructura de nuestro pensamiento. De este modo, a quie´n desea ver sistemas le basta
con definir cua´les son los elementos que representara´n al sistema y, a partir de ellos,
definir una relacio´n que los articule.
2.3.1. Diagramas causales
En esta seccio´n presentamos unos grafos dirigidos bivaluados que representan sis-
temas, a los que se conoce como Diagramas Causales.
En dina´mica de sistemas, las partes del sistema se denominan atributos. Los atrib-
utos son los perceptos del sistema, aquello que podemos percibir o decir del sistema.
E´sta percepcio´n depende de la comprensio´n del problema y de la experiencia en los
oficios de la siste´mica.
Como ejemplo de atributos de un sistema, pensemos que debemos modelar el com-
portamiento de una poblacio´n. Tres atributos mı´nimos deber´ıan venir a nuestra mente:
el nu´mero de habitantes de la poblacio´n , los nacimientos y las muertes de individuos de
la poblacio´n . A partir de estos atributos, se pueden establecer otros que representen las
variaciones de los atributos, como la disponibilidad de recursos, su relacio´n con otras
especies, etc.
Las relaciones que se utilizan en dina´mica de sistemas para articular los atributos,
se denominan relaciones causales.
Definicio´n 2 Dados dos atributos xi y xj, i 6= j, de un sistema X. Definimos las
siguientes como relaciones causales entre xi y xj:
Relacio´n causal positiva: A un aumento de xi corresponde un aumento de xj,
notado como
xi −→+ xj .
Relacio´n causal negativa: A un aumento de xi corresponde una disminucio´n de xj
notado como
xi −→− xj .
Cada relacio´n causal rk que se establece entre dos atributos xi y xj , conforma una
hipo´tesis (xi, xj, rk) del sistema. Estas relaciones nos dicen cuanto cambia un atributo
xj bajo incrementos del atributo xi, lo cual se representa como la derivada parcial de
xj con respecto a xi, ∂xj/∂xi. De este modo, las relaciones causales son las relaciones
que satisfacen:
∂xj
∂xi
6= 0,
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donde tenemos dos casos: para ∂xj/∂xi > 0 la relacio´n se denomina causal positiva,
mientras que para ∂xj/∂xi < 0, la relacio´n se denomina causal negativa. Las relaciones
en las que:
∂xj
∂xi
= 0
se denominan correlativas y no tienen ningu´n intere´s en dina´mica de sistemas porque
indican una independencia de xj con respecto a xi.
Cuando se definen relaciones causales entre distintos atributos, aparecen cadenas de
relaciones causales, es decir, estructuras de la forma x1 −→ x2 −→ . . . −→ xi −→ . . .,
en las que podemos encontrar causalidades lineales y causalidades no lineales.
Definicio´n 3 Causalidad lineal y causalidad no lineal
Supongamos dos atributos xi y xj en un lazo de relaciones . . . −→ xi −→ . . . −→
xj −→ . . . de un cierto sistema X. Si para cualquier i, j tenemos xi 6= xj, entonces se
dice que la cadena representa una causalidad lineal, pero si existe algu´n i, j con el que se
satisface xi = xj, entonces se dice que el lazo representa una causalidad no lineal. Las
causalidades no lineales conforman bucles que suelen denominarse realimentaciones del
sistema.
Como ejemplo, pensemos en las estructuras lineales que reg´ıan el pensamiento de
EEUU y URSS, y que les llevo´ a un enfrentamiento ideolo´gico desde 1945 (finales de la
II guerra mundial) hasta 1989 (ca´ıda de la URSS). Cada nacio´n interpretaba las armas
del otro como una amenaza para su nacio´n y, por lo tanto, invert´ıa en la elaboracio´n
de nuevas armas para as´ı no quedar en desequilibrio armamentista con la otra.
Figura 2.1: Causalidad lineal.
En la Figura (2.1), vemos lo que se denomina causalidad lineal, que corresponde a
una estructura de pensamiento al que se denomina pensamiento lineal. El pensamiento
lineal impide ver las estructuras de realimentacio´n, escondiendo feno´menos emergentes
que generan consecuencias insospechadas.
Si las naciones en conflicto hubieran visualizado la estructura de realimentacio´n del
sistema, vea Figura (2.2), se habr´ıan dado cuenta de que hab´ıan reforzado conjunta-
mente ideas que aisladamente representaban seguridad, pero que representaban una
gran amenaza para el planeta.
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Figura 2.2: Causalidad no lineal.
En dina´mica de sistemas, tienen principal intere´s aquellas estructuras en las que
existe la realimentacio´n. A continuacio´n presentamos un resultado importante en esta
metodolog´ıa.
Proposicio´n 1 El signo de una realimentacio´n es el producto del signo de sus rela-
ciones causales.
Figura 2.3: Un n-lazo de realimentacio´n. (a) Realimentacio´n con n atributos. (b) Representacio´n de la realimentacio´n
como un lazo abierto.
Para la realizacio´n de la prueba pensemos en un bucle de realimentacio´n con n
atributos, vea la Figura (2.3) parte (a). Suponga que sobre uno de sus atributos, por
ejemplo el x1, hacemos la distincio´n x
I
1, para denotar la entrada de x1, y x
O
1 para
denotar su salida. Entonces, la realimentacio´n puede verse como un lazo abierto de
n + 1 atributos, vea la Figura (2.3) parte (b). El signo de la realimentacio´n calculado
en x1 lo denotamos
sign
(
∂xO1
∂xI1
)
Como hab´ıamos sen˜alado anteriormente, la expresio´n ∂xO1 /∂x
I
1 representa una flecha
de xI1 a x
O
1 . Entonces, usando la regla de la cadena obtenemos
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sign
(
∂xO
1
∂xI
1
)
= sign
((
∂xO
1
∂xn
)
·
(
∂xn
∂xn−1
)
· . . . ·
(
∂x2
∂xI
1
))
= sign
(
∂xO
1
∂xn
)
· sign
(
∂xn
∂xn−1
)
· . . . · sign
(
∂x2
∂xI
1
)
Es fa´cil ver que el signo de la realimentacio´n es el mismo si tomamos como ele-
mento inicial del bucle cualquiera de sus elementos, con lo que queda demostrada la
proposicio´n.
La importancia del signo de un bucle de realimentacio´n radica en que este determina
el comportamiento dina´mico del bucle, como se muestra en la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 2 Un sistema que pueda ser representado como un bucle de realimentacio´n
positiva tiene comportamiento expansivo. Un sistema que pueda ser representado como
un bucle de realimentacio´n negativa tiene comportamiento contractivo.
Si sign(∂xOi /∂x
I
i ), para un xi en un bucle de realimentacio´n, es positivo, entonces
el sistema que representa el bucle esta´ creciendo y, por lo tanto, se expande. Pero si el
signo es negativo, entonces el sistema converge.
La representacio´n usando atributos y relaciones causales para la captura de las no
linealidades del sistema, conforma un mapa al que se denomina diagrama causal. De
este modo, los diagramas causales no son otra cosa que una representacio´n en la que se
identifican las no-linealidades que aparecen en un sistema.
En dina´mica de sistemas, si tenemos un conjunto de flechas xi −→ y, i = 1...n,
decimos que el atributo y es una funcio´n de los atributos xi, es decir, y = f(x1, . . . , xn).
Esta representacio´n debe tenerse en mente cuando se construyen los diagramas causales
y es definitiva en la construccio´n de los diagramas de niveles y flujos que presentamos
a continuacio´n.
2.3.2. Diagrama de niveles y flujos
En los diagramas de niveles y flujos se realiza una cuantificacio´n del diagrama causal.
De este modo, se distinguen los atributos en
Niveles: representan las variables de estado del sistema, es decir, las variables a
trave´s de las cuales podemos visualizar todo el sistema, porque en ellas aparecen
sus acumulaciones (de informacio´n o material).
Flujos: son razones de cambio del sistema, es decir, aquellas que producen la
acumulacio´n en las variables de estado.
Variables auxiliares: son variables que capturan situaciones muy espec´ıficas del
sistema.
Para´metros: son valores constantes en cada proceso del sistema, pero que pueden
variar de proceso a proceso del sistema.
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En este documento se utilizara´n las convenciones que aparecen en la Figura (2.4)
para denotar niveles, flujos y variables auxiliares. Para los para´metros solamente uti-
lizaremos su nombre.
Figura 2.4: Convenciones utilizadas en diagramas de niveles y flujos. Las nubes en los extremos de la representacio´n
de un flujo representan una fuente inagotable de recurso o informacio´n, a la izquierda, y un sumidero inagotable de
recurso o informacio´n, a la derecha.
En la Figura (2.5) presentamos el diagrama causal y el diagrama de niveles y flujos
del modelo de poblaciones para el que definimos los atributos anteriormente. Dado
Figura 2.5: Modelo de poblaciones. En el diagrama causal vemos que el aumento de la poblacio´n conduce a un
aumento de los nacimientos y de las muertes, mientras por otro lado conduce a la disminucio´n de los recursos. Los
nacimientos aumentan la poblacio´n y las muertes la disminuyen. Abajo, el diagrama de niveles y flujos, en su construccio´n
se definio´ a la poblacio´n como variable de estado, al nacimiento y a la muerte como flujos, y a la disponibilidad de recursos
como variable auxiliar. Tambie´n se agregaron los para´metros positivos tasa de natalidad, tasa de mortalidad y capacidad
de soporte del sistema.
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que una variable de estado x es, para cualquier tiempo t, la acumulacio´n del flujo de
entrada sumado a la des acumulacio´n del flujo de salida, vea Figura (2.6), tenemos que
la ecuacio´n integral
x(t) =
∫ t
0
(Flujo de entrada− Flujo de salida)ds, (2.1)
representa la evolucio´n temporal de la variable de estado x desde un tiempo inicial cero
hasta cualquier t en un intervalo cerrado I. Al derivar a ambos lados de la igualdad con
respecto al tiempo, obtenemos la ecuacio´n diferencial
dx
dt
= Flujo de entrada− Flujo de salida. (2.2)
que define un campo vectorial sobre el espacio de estados de x. Las ecuaciones (2.1) y
(2.2) se denominan ecuaciones de nivel.
Figura 2.6: Representacio´n de flujos. El flujo de entrada se representa con una va´lvula que permite la entrada de
materia o informacio´n desde una fuente inagotable de recurso hacia el nivel, representado con la caja. Por otro lado,
el flujo de salida se representa con una va´lvula que permite la salida de materia o informacio´n desde el nivel hacia un
sumidero inagotable de recurso.
Las razones de cambio suelen definirse como el producto de una tasa de cambio a y
una o unas variables. Estas variables pueden ser, de acuerdo al problema, variables de
estado, variables auxiliares o incluso otra razo´n de cambio. La tasa de cambio, por su
parte, suele ser considerada como un para´metro, pero tambie´n puede ser tomada como
una funcio´n.
Consideremos como ejemplo la Figura (2.7). La razo´n de cambio F1 es una funcio´n
de la variable de estado x1 y el para´metro a1:
F1 = a1 · x1. (2.3)
La razo´n de cambio F2 es una funcio´n de la variable de estado x1, la variable auxiliar
D2 y el para´metro a2:
F2 = a2 ·D2 · x1. (2.4)
La razo´n de cambio F3 es una funcio´n de la variable de estado x3, la variable auxiliar
D3 y el flujo F1:
F3 = a3 ·D2 · x1. (2.5)
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Figura 2.7: Conexiones en un diagrama de niveles y flujos. En la figura, el flujo de entrada se representa con
una va´lvula que permite la entrada de materia o informacio´n desde una fuente inagotable de recurso hacia el nivel,
representado con la caja. Por otro lado, el flujo de salida se representa con una va´lvula que permite la salida de materia
o informacio´n desde el nivel hacia un sumidero inagotable de recurso.
Las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) se denominan ecuaciones de flujo.
El paso a seguir es la construccio´n de las ecuaciones auxiliares, es decir, las ecua-
ciones por medio de las cuales se expresara´ matema´ticamente el comportamiento de las
variables auxiliares. Estas ecuaciones tendra´n dependencia funcional de aquellas vari-
ables (de estado o auxiliares), razones de cambio y para´metros que conecten en ella,
pero adicionalmente, deben representar el comportamiento emp´ırico que se espera de
ellas. El tratamiento adecuado de las variables auxiliares exige una gran experiencia
por parte del modelador.
A partir del diagrama de niveles y flujos, y de sus correspondientes ecuaciones,
se construye el modelo matema´tico, que se expresara´ en te´rminos de un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden. Esto se hace reemplazando las ecuaciones
auxiliares en las ecuaciones de flujo, y las ecuaciones de flujo en las ecuaciones de nivel.
La dimensio´n del sistema es, evidentemente, el nu´mero de variables de estado que tenga.
Es necesario enfatizar que hasta aqu´ı, los factores claves del ejercicio de simulacio´n
son la coherencia argumentativa, la coherencia dimensional y la validacio´n mencionados
en la seccio´n 2.2.
Sin embargo, en dina´mica de sistemas suele realizarse como ejercicio de validacio´n
del modelo, lo que se denomina el ana´lisis de sensibilidad, tema que presentamos a
continuacio´n siguiendo a [17].
2.3.3. Ana´lisis de sensibilidad
Dado que todos los modelos son simplificaciones de la realidad sujetas a hipo´tesis que
dependen de nuestra capacidad de comprensio´n de lo que se modela, debemos probar la
solidez de las conclusiones que obtenemos del modelo con respecto a la incertidumbre
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generada por nuestras hipo´tesis. De esto se encarga en dina´mica de sistemas, el ana´lisis
de sensibilidad.
En el ana´lisis de sensibilidad nos preguntamos si al variar las hipo´tesis del mode-
lo, en todo un rango posible de incertidumbre, se obtienen conclusiones que este´n de
acuerdo con los propo´sitos con los que se construyo´ el modelo. De este modo, se de-
finen tres tipos distintos de sensibilidad: sensibilidad nume´rica, sensibilidad al modo de
comportamiento, y sensibilidad pol´ıtica.
La sensibilidad nume´rica existe cuando un cambio en las hipo´tesis cambia los val-
ores nume´ricos de los resultados. Todos los modelos presentan sensibilidad nume´rica. La
sensibilidad al modo de comportamiento existe cuando un cambio en las hipo´tesis cam-
bia los patrones de comportamiento generados por el modelo. Por ejemplo, para unas
hipo´tesis se tiene comportamientos lineales y para otras oscilatorios. La sensibilidad
pol´ıtica existe cuando un cambio en las hipo´tesis revierte los efectos o la conveniencia
de una propuesta de pol´ıtica.
En problemas, como el que se estudia en este trabajo, suele ser ma´s importante la
sensibilidad al modo de comportamiento y la sensibilidad pol´ıtica, que la sensibilidad
nume´rica, porque el objetivo de la mayor´ıa de los modelos aplicados usando dina´mica
de sistemas, no es predecir, por ejemplo, cua´ndo vendra´ la pro´xima ca´ıda de los precios,
sino redisen˜ar el mercado para que las precios sean ma´s estables, no es predecir co´mo
sera´n los beneficios del pro´ximo trimestre, sino el disen˜o de pol´ıticas que ayuden a la
oferta a ser rentable.
El ana´lisis de sensibilidad requiere mucho ma´s que variar los para´metros. Tambie´n
debe considerar la sensibilidad de sus resultados a los supuestos acerca de los l´ımites
del modelo, a los cambios en el nivel de agregacio´n, y los cambios en la manera como
la gente se supone que tomara´ sus decisiones.
La incertidumbre en los valores de los para´metros es importante y debe ser probada,
pero los modelos construidos con dina´mica de sistemas son mucho ma´s sensibles a los
supuestos sobre los l´ımites y las formulaciones que a la incertidumbre en los valores
nume´ricos.
Al evaluar la sensibilidad del sistema a los supuestos de los para´metros, en primer
lugar debe identificarse el rango de incertidumbre en los valores de cada para´metro o
relacio´n no lineal. A continuacio´n, debe comprobar la sensibilidad a estos para´metros
en un rango mucho ma´s amplio.
La mayor´ıa de paquetes de software de simulacio´n para dina´mica de sistemas traen
herramientas automatizadas de ana´lisis de sensibilidad. En estos paquetes, en primer
lugar, se especifican los para´metros para variar, a continuacio´n, se proporciona un rango
de valores para cada uno. Entonces, el programa ejecuta el modelo tantas veces como
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se desee, utilizando los valores especificados para cada para´metro, ya sea uno a la vez
(pruebas univariadas) o todos a la vez (pruebas mu´ltivariadas).
Un completo ana´lisis de sensibilidad es generalmente imposible, au´n cuando este se
restrinja a la sensibilidad parame´trica. Como la mayor´ıa de los modelos son no lineales,
el impacto de las combinaciones de hipo´tesis no puede ser la suma de los impactos de
las hipo´tesis por separado.
Un completo ana´lisis de sensibilidad requerir´ıa probar todas las combinaciones de
hipo´tesis sobre su posible rango de incertidumbre. El nu´mero de combinaciones es
enorme, incluso en modelos de taman˜o modesto. Dado el escaso tiempo y recursos
en cualquier proyecto, el ana´lisis de sensibilidad debe centrarse en las relaciones y los
para´metros que se sospeche son altamente inciertos y que puedan ser significativamente
influyentes. Un para´metro en torno al cual no exista incertidumbre no tiene que ser
probado. Del mismo modo, si un para´metro tiene poco efecto sobre la dina´mica no
tiene que ser probado, incluso si su valor es muy incierto porque los errores de esti-
macio´n son de poca importancia.
El ana´lisis de sensibilidad puede realizarse manualmente, cambiando el valor de
un para´metro o un conjunto de para´metros a la vez y realizando simulaciones por
cada uno de esos cambios, obteniendo un espectro de curvas de salida. Tambie´n puede
ralizarse usando la simulacio´n de Montecarlo o Simulacio´n de Sensibilidad Multivariable
(MVSS), que realiza este procedimiento automa´ticamente, guardando los resultados de
cientos o miles de simulaciones con los para´metros modificados a lo largo de un rango de
valores. Las simulaciones de Monte Carlo nos permiten generar intervalos de confianza
para las dina´micas de las trayectorias de las variables en los modelos. En el ana´lisis
de Monte Carlo, se especifica una distribucio´n de probabilidad que caracteriza a los
posibles valores de cada para´metro.
2.3.4. Retardos
En la representacio´n de sistemas suele ocurrir que existan retrasos en la transmisio´n
de material o de informacio´n, tales retrasos son denominados retardos del sistema1.
Los retrasos de material ocurren cuando existe una acumulacio´n de materiales en
el sistema. Este cara´cter de acumulacio´n del retardo de material implica que deba ser
representado como una variable de estado. En la Figura (2.8) vemos la representacio´n
de un retardo en un diagrama causal y su correspondiente representacio´n en el diagrama
de niveles y flujos.
Los retrasos de informacio´n son el resultado del almacenamiento de informacio´n del
sistema antes de la toma de una decisio´n. Nuevamente, el cara´cter de acumulacio´n del
1Estos retrasos no pueden ser tomados como se hace en teor´ıa de control, son usos distintos del
vocablo.
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Figura 2.8: Representacio´n de un retardo de material.
Figura 2.9: Representacio´n de un retardo de informacio´n.
retardo implica su representacio´n como variable de estado. En la Figura (2.9) vemos la
representacio´n de un retardo de informacio´n en un diagrama causal y su correspondiente
representacio´n en el diagrama de niveles y flujos.
2.4. Sistemas Piecewise Smooth
En esta seccio´n presentaremos tres conceptos claves para el ana´lisis del modelo:
sistemas dina´micos, bifurcaciones y sistemas suaves a trozos o piecewise smooth (PWS,
por sus siglas en ingle´s). Los conceptos que sera´n presentados, no pretenden ser una
revisio´n exhaustiva del tema, pues cada uno de ellos comprende contenidos que van
ma´s alla´ de los propo´sitos de estas pa´ginas. Por eso, nos hemos limitado a presentar
los conceptos que sera´n utilizados en el estudio del problema que nos hemos planteado,
obviando aquello que no podamos citar despue´s.
Los sistemas PWS constituyen una familia de sistemas cuyo estudio es una parte de
la teor´ıa ma´s general conocida como Teor´ıa de los Sistemas Dina´micos. Por esta razo´n,
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nos centraremos inicialmente en la teor´ıa de sistemas dina´micos. De forma general, esta
teor´ıa consiste en la caracterizacio´n geome´trica de la estructura de las o´rbitas de un
sistema de ecuaciones diferenciales [24] y no debe confundirse con la metodolog´ıa de
Dina´mica de Sistemas estudiada en la seccio´n anterior.
La inclusio´n de sistemas dina´micos en este trabajo tiene mucho sentido, funda-
mentalmente, porque el resultado de la utilizacio´n de la metodolog´ıa presentada en la
seccio´n anterior es un sistema de ecuaciones diferenciales, luego podemos realizar una
caracterizacio´n geome´trica de la estructura de las o´rbitas para el modelo construido y,
entonces, entender cualitativamente su comportamiento y decidir a´mpliamente sobre
sus posibilidades.
A continuacio´n presentamos una definicio´n formal de lo que es un sistema dina´mico
[25].
Definicio´n 4 Sistema Dina´mico
Un Sistema Dina´mico es una tripla (X, T, ϕ), donde X es el espacio de estados, T es
un conjunto ordenado que representa el tiempo y
ϕ : T ×X −→ X
(t, x) 7−→ ϕt(x)
es una familia parametrizada de operadores de evolucio´n que satisfacen:
El estado del sistema no cambia esponta´neamente
ϕ0(x) = x para todo x ∈ X
La ley de evolucio´n del sistema no cambia en el tiempo
ϕt+s(x) = (ϕt ◦ ϕs)(x) = ϕt(ϕs(x)) para todo x ∈ X, y todo t, s > 0.
El espacio de estados, tambie´n denominado espacio de fases, es el conjunto de todos
lo estados del sistema. Los estados de un sistema n-dimensional se representan a partir
de variables de estado, es decir, n-tuplas de nu´meros.
Si el conjunto del tiempo se toma como un subconjunto de los nu´meros reales, dire-
mos que el sistema dina´mico es continuo, pero si se toma un subconjunto de los nu´meros
enteros, se dice que el sistema dina´mico es discreto. En adelante, nos centraremos en
los sistemas dina´micos continuos.
A partir de la definicio´n (4) vemos que si tenemos una matr´ız A de taman˜o n ×
n con entradas en los reales, las soluciones de la ecuacio´n diferencial x˙ = Ax, con
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x ∈ Rn, definen un sistema dina´mico continuo en el que el espacio de estados es Rn.
Esta ecuacio´n tiene como solucio´n general la expresio´n x(t) = CeAt. Si tomamos el
valor x como condicio´n inicial, tenemos que ϕt(x) = xe
At. El operador ϕt satisface las
propiedades de un operador evolucio´n.
De este modo, vemos que existe una relacio´n ı´ntima entre los sistemas dina´micos
continuos y las ecuaciones diferenciales de la forma x′ = F (x), donde F es un campo
vectorial suave que aplica Rn en Rn. Esto se puede representar como sigue:
F (x) =
d
dt
ϕt(x) |t=0 .
Definicio´n 5 O´rbita y curva integral
La o´rbita de la condicio´n inicial x0 ∈ X, es un subconjunto del espacio de estados X
que satisface:
Orb(x0) = {x ∈ X | x = ϕt(x0), t ∈ T} ⊂ X.
Una curva integral de la condicio´n inicial x0 ∈ X, es un subconjunto del espacio de
estados extendido X × T , donde T es el tiempo, que satisface:
{(x, t) ∈ X × T | x = ϕt(x0), t ∈ T},
En la definicio´n (5), tomada de [24], vemos que la o´rbita se define en el espacio de
estados X , mientras que la curva integral evoluciona en el espacio de estados extendido
X × T . En la Figura (2.10) tenemos un ejemplo representativo.
Figura 2.10: Curva integral y o´rbita de un sistema dina´mico. Gra´ficas de la evolucio´n dina´mica del sistema x˙ = y,
y˙ = −x. (a) Curva integral, (b) O´rbita.
Definicio´n 6 Equilibrio
Dado x ∈ X. Se dice que x es un equilibrio del sistema dina´mico (X,ϕt) si ϕt(x) = x,
para todo t > 0.
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Un equilibrio es un estado del sistema que no cambia con el tiempo. Para encontrar
los equilibrios en un sistema dina´mico continuo x˙ = f(x), con x ∈ Rn, en el que no
conocemos la forma de las soluciones, basta igualar a cero el campo vectorial f , es decir,
los puntos del espacio n−dimensional que satisfacen la ecuacio´n f(x) = 0.
El estudio de un sistema dina´mico tiene su punto de partida en la bu´squeda de
los puntos de equilibrio porque en su caracterizacio´n se encuentra la mayor parte del
contenido dina´mico del sistema.
Definicio´n 7 Conjunto Invariante
Un conjunto invariante de un sistema dina´mico (X,ϕt) es un subconjunto S ⊂ X, tales
que si x0 ∈ S, entonces ϕt(x0) ∈ S, para todo t > 0.
Cualquier o´rbita, considerada individualmente, es un conjunto invariante. Ahora
que, si el espacio de estados es un espacio me´trico, tenemos conjuntos invariantes cer-
rados como lo son los puntos de equilibrio. Un asunto importante de los conjuntos
invariantes es su estabilidad.
Definicio´n 8 Estabilidad de un Conjunto Invariante
Supongamos un sistema dina´mico (X,ϕt) en el que el espacio de estados sea un espacio
me´trico completo. Dado S0 sea un conjunto invariante cerrado. Diremos que:
Lyapunov Estable, si para cualquier entorno U lo suficientemente pequen˜o de S0,
existe un entorno V que satisface S0 ⊂ V ⊂ U , tales que ϕt(x) ∈ U , para todo
x ∈ V y todo t > 0.
Asimpto´ticamente Estable, si existe existe un entorno U0 de S0 tales que ϕt(x) −→
S0, para todo x ∈ U0, cuando t −→∞
De este modo, se dira´ que un conjunto invariante es Lyapunov estable si para la
evolucio´n dina´mica de dos de sus puntos, podemos ver sus o´rbitas lo suficientemente
cerca aunque nunca se encuentren. El conjunto se dira´ asimpto´ticamente estable si
o´rbitas en un entorno del conjunto invariante convergen hacia e´l. Si el conjunto in-
variante es un punto de equilibrio xe ∈ X de un sistema dina´mico (X,ϕ), el punto
de equilibrio puede ser estable en el sentido de Lyapunov (centro), asimptoticamente
estable (nodo o foco) o inestable (nodo, foco o silla).
Supongamos que el sistema auto´nomo no lineal
x˙ = f(x), x ∈ Rn (2.6)
tiene un punto cr´ıtico en x0, donde f es al menos cuadra´tica en x. Realicemos una
transformacio´n lineal para trasladar el equilibrio al origen. Dado y = x− x0, entonces
el sistema (2.6) se transforma en:
y˙ = x˙ = f(x) = f(y + x0) = f(y) + f(x0) = f(y) = Ay + F (y) (2.7)
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despue´s de un desarrollo en series de Taylor. La matriz A = fy(0) es la matriz Jacobiana
calculada en el origen. El te´rmino F (y) = 0(y2) son los te´rminos de la variable y de
segundo orden en adelante que satisfacen F (y) −→ 0 cuando ‖ x ‖−→ 0, por eso
tambie´n son denominados los ceros de orden 2. Entonces, la linealizacio´n del sistema
(2.6) en el origen es de la forma:
y˙ = Ay, y ∈ Rn (2.8)
Cuando la parte real de todos los autovalores de la matriz A es no nula, la estabilidad
del equilibrio queda determinada. A continuacio´n presentamos condiciones suficientes
para establecer la estabilidad de un punto de equilibrio usando un teorema de Lyapunov
(1894) tomado de [26].
Teorema 1 Condiciones suficientes de estabilidad para un equilibrio
Considere un sistema dina´mico continuo
x˙ = f(x), x ∈ Rn
con f : Rn −→ Rn suave. Suponga que f tiene un punto de equilibrio x ∈ Rn y
denotemos A(x) a la matriz jacobiana de f evaluada en x. El punto fijo x es un punto
de equilibrio estable si todos los autovalores λ1, ..., λn de A(x) satisfacen Reλ < 0.
La reciproca de (1) nos muestra que si el punto de equilibrio x es un punto de
equilibrio inestable, entonces existe al menos un autovalor λi, i = 1, . . . , n, de A(x) que
satisface Reλi > 0. De este modo decimos que si la matriz jacobiana A de f evaluada
en x tiene todos sus autovalores con parte real negativa, el equilibrio es estable, y si
tiene al menos un autovalor con parte real positiva es inestable. Pero no siempre los
autovalores tienen parte real no nula.
Definicio´n 9 Equilibrio Hiperbo´lico
Un equilibrio de un sistema dina´mico continuo se denomina hiperbo´lico si todos los
autovalores de la matriz jacobiana A del campo vectorial evaluada en el equilibrio tienen
parte real no nula.
Si los equilibrios son hiperbo´licos, entonces podemos usar un importante resultado
de esta teor´ıa conocido como el teorema de Hartman-Gro¨bman. Sin embargo, debemos
introducir primero el concepto de equivalencia topolo´gica.
Definicio´n 10 Equivalencia Topolo´gica
Un sistema dina´mico (X,ϕt) se dice topologicamente equivalente en una regio´n U a otro
sistema (X,ψt) en una regio´n V ⊂ Rn si existe un isomorfismo:
h : Rn 7−→ Rn
U 7−→ V = h(U)
que aplica o´rbitas en la regio´n U de (X,ϕt), en o´rbitas en la regio´n V de (X,ψt),
preservando la direccio´n.
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Dos sistemas dina´micos se dicen topolo´gicamente equivalentes si se puede deformar
continuamente uno de los sistemas hasta convertirlo en el otro. En la Figura (2.11),
vemos dos sistemas topolo´gicamente equivalentes donde resaltamos su mismo nu´mero
de equilibrios y su mismo tipo de estabilidad. El teorema de Hartman-Gro¨bman, vease
[66], usa de la equivalencia topolo´gica para determinar la estabilidad de los puntos de
equilibrio.
Figura 2.11: Sistemas topolo´gicamente equivalentes. Los sistemas x˙ = 2x+ y, y˙ = x+ 2y en (a) y x˙ = x, y˙ = 3y en
(b), son topolo´gicamente equivalentes. Note que los dos sistemas tienen el mismo nu´mero de equilibrios y el mismo tipo
de estabilidad en ellos.
Teorema 2 Teorema de Hartman-Gro¨bman Dado f : Rn −→ Rn sea una funcio´n
suave con un punto de equilibrio hiperbo´lico p. Entonces existe un entorno U de p y un
homeomorfismo h : U −→ Rn, tales que h(p) = 0 y tales que en un entorno U de p el
flujo de f es topolo´gicamente equivalente por h al flujo de su linealizacio´n A.
El teorema de Hartman-Gro¨bman establece que en un entorno de un equilibrio
hiperbo´lico p de f , la dina´mica del sistema dada por f y la linealizacio´n A de f son
topolo´gicamente equivalentes, es decir, podemos estudiar el sistema no lineal en entornos
de sus equiilibrios hiperbo´licos usando la linealizacio´n. En el caso en el que el punto
de equilibrio sea no hiperbo´lico, el teorema de Hartman-Gro¨bman no se puede aplicar.
Para puntos de equilibrio no hiperbo´lico se utiliza la teor´ıa de la variedad centro, vea
[24].
Cuando tenemos un sistema dina´mico con para´metros, es decir, un sistema de la
forma
x˙ = f(x,α), x ∈ Rn,α ∈ Rp, (2.9)
nos preguntamos si bajo la variacio´n de para´metros es posible que la estabilidad de
sus conjuntos invariantes y la orientacio´n del tiempo cambien, es decir, si al variar
el para´metro, el sistema resultante es topolo´gicamente equivalente al inicial. Para es-
to es necesario definir que significa equivalencia topolo´gica cuando tenemos sistemas
dependientes de para´metros.
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Definicio´n 11 Equivalencia Topolo´gica para Sistemas dependientes de Para´met-
ros
Un sistema dina´mico continuo x˙ = f(x,α), x ∈ Rn, α ∈ Rp, se dice topolo´gicamente
equivalente en Uα ⊂ Rn a un sistema dina´mico y˙ = g(y,β), y ∈ Rn, β ∈ Rp en
Vβ ⊂ Rn, si existe
1. un homeomorfismo del espacio de para´metros ρ : Rp −→ Rp, ρ(0) = 0.
2. un homeomorfismo dependiente de para´metros del espacio fase
hα : R
n −→ Rn
Uα 7−→ h(Uα) = Vρ(α)
con h(0) = 0, tales que ∀α, hα transforma o´rbitas del primer sistema en Uα, en
o´rbitas del segundo sistema con β = ρ(α) en Vρ(α), preservando la direccio´n del
tiempo.
En este sentido, cobra particular valor para este trabajo el concepto que en ingle´s
se denomina Stratum presentado en [26] como se muestra a continuacio´n.
Definicio´n 12 Stratum
Tomemos algu´n valor α = α0. Un conjunto parame´trico conexo maximal que contiene
a α0 y que esta´ compuesto por aquellos puntos para los que el sistema tiene un retrato
de fase topolo´gicamente equivalente al que corresponde a α0, se denomina Stratum.
Para evidenciar la importancia de este concepto, pensemos en un mercado en el que
existe cierto objetivo y un conjunto de para´metros de decisio´n. Sabemos que en sistemas
como los econo´micos, un mismo objetivo se puede alcanzar desde un conjunto distinto de
decisiones, aqu´ı representadas en los para´metros. Luego, es de especial intere´s conocer
los distintos arreglos de los valores de los para´metros que conducen al mismo objetivo,
cualitativamente hablando. Estos arreglos de los valores de los para´metros conforman
el conjunto que se denomina Stratum. En este trabajo proponemos que la traduccio´n
ma´s adecuada de este te´rmino, pensando en el trabajo que suele hacerse en dina´mica de
sistemas orientado a los tomadores de decisio´n, sea el de escenario. En breve volveremos
sobre este asunto, pero primero definiremos el concepto de bifurcacio´n [26].
Definicio´n 13 Bifurcacio´n
La aparicio´n de una topolog´ıa no-equivalente del retrato de fase bajo la variacio´n de
para´metros, es denominada bifurcacio´n.
A manera de ejemplo, Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:
x˙1 = αx1 − x2 + x1(x21 + x22)
x˙2 = x1 + αx2 + x2(x
2
1 + x
2
2)
(2.10)
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El sistema tiene un u´nico punto de equilibrio en el origen. La matriz Jacobiana A
de (2.10) evaluada en el origen es:
A(0, 0) =

 α −1
1 α


Los autovalores de A(0, 0) son λ = α± i. Entonces, para α < 0, el equilibrio es un foco
estable, mientras para α > 0 el equilibrio es un foco inestable. Cuando α = 0, los auto-
valores son imaginarios puros, dando lugar a la bifurcacio´n de Hopf. Si transformamos
el sistema a coordenadas polares obtenemos:
ρ˙ = ρ(α + ρ2)
θ˙ = 1
(2.11)
El sistema (2.11) puede ser integrado expl´ıcitamente usando fracciones parciales.
En coordenadas polares es fa´cil ver que para cualquier α < 0, el sistema tiene una
o´rbita perio´dica estable de radio ρ0 =
√−α, dado que ρ˙ < 0 al interior de la o´rbita y
ρ˙ > 0 en su exterior. Entonces α = 0 es un para´metro de bifurcacio´n que conduce a la
aparicio´n de una o´rbita perio´dica2 aislada, tambie´n llamada ciclo l´ımite, inestable en
α = 0 (vea la Figura (2.12)).
Figura 2.12: Bifurcacio´n de Hopf. (a) α < 0, tenemos un equilibrio estable en el origen y un ciclo l´ımite inestable.
(b) α = 0, el origen ahora es un equilibrio inestable. (c) α > 0, despue´s de la bifurcacio´n, el origen permanece siendo un
equilibrio inestable y ya no tenemos ciclo l´ımite.
Ahora podemos decir que cuando se pasa de un escenario (en el sentido de Stratum)
a otro, ocurre una bifurcacio´n del sistema. Para el estudio de un modelo aplicado a un
cierto a´mbito en el que se involucren tomadores de decisio´n, lo ideal ser´ıa conocer “el
mapa de todos los escenarios posibles del sistema”, cuando es posible encontrarlo, ya
que en e´l se tiene el marco completo de posibilidades del sistema y la forma de pasar de
2Una o´rbita L0 se dice perio´dica, si existe T > 0 tal que si un x ∈ L0 se satisface: ϕt+T (x) = ϕt(x)
para todo t > 0. El mı´nimo valor de T que satisface esta condicio´n se denomina periodo del ciclo.
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un escenario a otro. Este mapa de todos los escenarios posibles del sistema se denomina
en sistemas dina´micos el diagrama de bifurcacio´n.
Despue´s de haber revisado de forma muy general los sistemas dina´micos y el con-
cepto de bifurcacio´n, presentamos a continuacio´n los sistemas PWS [25].
Definicio´n 14 Sistemas PWS
Un sistema PWS se representa a partir de un conjunto finito de ecuaciones diferenciales
ordinarias
x˙ = fi(x), x ∈ Si ⊂ Rn, (2.12)
donde Si, i = 1, . . . , m, son regiones abiertas que no se solapan, separadas por una
frontera (n− 1)−dimensional, tambie´n denominada regio´n de conmutacio´n. Se supone
tambie´n, que las funciones fi y las fronteras son suaves, y que la unio´n de las fronteras
Σ y todas las regiones Si cubren enteramente el espacio de estados.
Los sistemas PWS se encuentran frecuentemente en aquellos campos de la ingenier´ıa
o la ciencia donde el sistema es suave para una regio´n del espacio de estados, pero difer-
ente para cada regio´n. Los sistemas PWS son un tipo especial de sistemas dina´micos,
pero a causa de la regio´n de conmutacio´n, deben ser tenidos en cuenta otros elementos.
Los sistemas PWS se dicen continuos si fi(x) = fj(x) en cualquier punto de la
frontera Σij que separa las dos regiones adyacentes Si y Sj . En estos sistemas el vector
x˙ es un´ıvocamente definido para cualquier punto x del espacio de fases y las o´rbitas en
una de las regiones pueden cruzar transversalmente la frontera Σij . Si fi(x) 6= fj(x),
cuando x ∈ Σij el sistema PWS se dice discontinuo o sistema de Filipov y entonces los
campos vectoriales fi y fj actu´an simulta´neamente sobre cada x ∈ Σij
Los sistemas econo´micos donde se realiza inversio´n, son importantes ejemplos de
sistemas PWS continuos, porque el inversor define la existencia de una oportunidad y
entonces establece comportamientos distintos a partir de ello. Es decir, para el inversor
hay estados del mercado Si, i = 1, . . . , n, en los que invierte porque desea aprovechar
la oportunidad y estados del sistema Sj , i = 1, . . . , m, en los que la oportunidad no es
la que desea y no invierte. De este modo, un inversor estar´ıa definiendo n+m regiones
en el espacio de estados de su sistema.
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Cap´ıtulo 3
Modelo de Oferta y Demanda
3.1. Introduccio´n
El mercado de electricidad es uno de los principales asuntos de la actividad econo´mi-
ca en cualquier pa´ıs. Para estudiar su comportamiento se han construido algunos mode-
los que vinculan las variables ma´s importantes de estos mercados. El Centro de Estudios
Interdisciplinarios Ba´sicos y Aplicados (Ceiba) y la Universidad Nacional de Colombia,
sede Medell´ın, han venido usando la metodolog´ıa de la dina´mica de sistemas con resul-
tados concluyentes para la formacio´n de un mercado regional [27].
Diferentes aproximaciones pueden ser usadas para establecer un modelo, para ilus-
trarlo, consideremos el precio de la electricidad. En [16, 28, 29, 30, 31, 32, 33] son
usadas te´cnicas estad´ısticas, en [34, 35, 36, 37, 38] redes neuronales, en [39] modelos
de inteligencia computacional, en [40] sistemas difusos y en [41] redes neuronales recur-
rentes. Vale la pena destacar que una interesante recopilacio´n de las principales te´cnicas
que han sido usadas para modelar mercados energe´ticos se encuentra en [42].
Hoy en d´ıa, los sistemas suaves a trozos (o piecewise smooth, PWS, por sus siglas en
ingle´s) se utilizan ampliamente en ingenier´ıa meca´nica, modelando bloques de balanceo,
puentes colgantes, vibraciones y ruido, robo´tica, dispositivos ele´ctricos y electro´nicos,
teor´ıa de control de procesos, ingenier´ıa de terremotos y problemas de intere´s en medici-
na y biolog´ıa, como por ejemplo el conflicto entre conservacio´n y explotacio´n de recursos
naturales [25, 43]. Los sistemas PWS pueden describir comportamientos econo´micos
como encontramos en [44], donde se aplican resultados recientes de las matema´ticas
aplicadas para sistemas dina´micos no suaves de un modelo de Cournot-Ramsey. Los
antecedentes ma´s importantes de mercados ele´ctricos modelados como sistemas PWS
aparecen en [45, 46].
El principal objeto de este cap´ıtulo es construir un modelo para la oferta y la de-
manda de potencia en un mercado nacional de electricidad usando la metodolog´ıa de la
dina´mica de sistemas. En este cap´ıtulo tambie´n mostraremos algunas simulaciones del
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modelo resultante utilizando el paquete informa´tico Vensim, explicaremos algunos as-
pectos dina´micos del sistema desde el punto de vista de los sistemas PWS y, finalmente,
presentaremos la validacio´n del modelo comparando los resultados de simulacio´n con
datos histo´ricos colombianos y ecuatorianos.
Este cap´ıtulo esta´ organizado de la siguiente manera: en la Seccio´n 3.2 presenta-
mos la construccio´n del modelo hasta obtener el sistema 4-dimensional de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden que representa el sistema. En la Seccio´n 3.3 pre-
sentamos el ana´lisis del modelo desde dos perspectivas distintas. Primero, a trave´s de
simulaciones representativas del sistema que se presentan resumidas en el Cuadro (3.1).
Segundo, a trave´s de la interpretacio´n como sistema dina´mico del sistema diferencial,
presentando propiedades matema´ticas del sistema. La Seccio´n ?? presenta la compara-
cio´n de los datos histo´ricos colombianos y ecuatorianos con los datos de simulacio´n.
Finalmente, en la Seccio´n (??) mostramos las conclusiones del cap´ıtulo.
3.2. El modelo Propuesto
Como paso previo a la construccio´n del modelo, definimos el margen de reserva. El
margen de reserva es una medida que nos permite comparar la oferta y la demanda
de potencia en mercado ele´ctrico, usualmente se expresa como la diferencia entre las
magnitudes anteriores, pero tambie´n es posible expresarla como un cociente o como una
diferencia porcentual en el ejercicio del modelado.
En el modelado de la oferta y la demanda de potencia en un mercado ele´ctrico
nacional hemos considerado las siguientes hipo´tesis:
H1: El margen de reserva determina el precio de la electricidad a ser pagado por
el consumidor, de manera que si el margen de reserva aumenta, entonces el precio
disminuye.
Como recie´n mencionamos, el margen de reserva suele expresarse como la difer-
encia entre la oferta, representada por la capacidad instalada del mercado, y la
demanda de potencia de parte de los consumidores. De este modo, si el margen
de reserva es grande, entonces tenemos un sistema sobre ofertado en el que el
precio de la electricidad tiende a disminuir, mientras que si el margen de reserva
es pequen˜o, aunque tambie´n puede considerarse nulo o negativo para este caso, el
sistema aumenta los precios para mantener al margen la demanda y aprovechar
la oportunidad de negocio.
H2: Un incremento en el precio de la electricidad conduce a la disminucio´n de la
demanda de potencia, despue´s de un retardo.
Como sabemos, el aumento del precio disminuye la demanda, el asunto a comen-
tar es el retardo. En este mercado en particular el usuario final no suele enterarse
de forma inmediata de los cambios de precio en el mercado, que son registrados
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de forma promedio en las facturas de energ´ıa. De esta manera, la accio´n de dis-
minucio´n de la demanda no se realiza de forma inmediata y puede tener retardos
que superan el par de meses.
H3: Un incremento de la demanda de potencia produce un decremento del margen
de reserva. Esta hipo´tesis es considerada a partir de la definicio´n de margen de
reserva.
H4: Un aumento en el precio de la electricidad conduce a un incremento en el
retorno esperado de las inversiones en plantas de generacio´n.
Dado que el costo de generacio´n hidroele´ctrica es casi nulo y los costos de gen-
eracio´n de otras fuentes no son muy variables, el aumento del precio implica un
aumento de los ingresos que al hacer diferencia con los costos produce un incre-
mento en el retorno esperado de la inversio´n.
H5: Un incremento en el retorno esperado de las inversiones implica un incremento
de las inversiones en plantas de generacio´n.
Esta hipo´tesis es considerada con base al aumento anual de la demanda, lo cual
exige que la capacidad instalada siempre sea mayor que la demanda (margen
de reserva positivo) para prestar un servicio ele´ctrico eficiente. El dinero para
construir la nueva capacidad debe salir del retorno esperado del mercado para
as´ı no convertirse en una carga para el gobierno. De este modo, el aumento del
retorno esperado implica un aumento en las inversiones.
H6: Un incremento de las inversiones conduce a un incremento de la capacidad
de generacio´n de electricidad en construccio´n.
H7: La capacidad de generacio´n en construccio´n genera despue´s de un retraso,
capacidad de generacio´n instalada.
H8: Un incremento de la capacidad de generacio´n instalada incrementa el margen
de reserva del sistema.
En estas hipo´tesis debemos sobreentender que si el atributo x aumenta, conduciendo
a la disminucio´n (aumento) del atributo y, entonces la disminucio´n del atributo x,
conduce a un aumento (disminucio´n) del atributo y.
Los anteriores estamentos son representados como relaciones causales, conformando
una estructura superior. Esta estructura es representada a trave´s de un grafo denomi-
nado diagrama causal, el cual es un mapa siste´mico del problema, vea la Figura 3.1.
En la Figura 3.1 aparecen dos bucles de realimentacio´n negativa. El bucle de real-
imentacio´n de la izquierda representa la demanda de potencia, en la que vemos que el
incremento del precio de la electricidad de generacio´n conduce, despue´s de un retraso,
a un decremento de la demanda de potencia. Si la demanda se incrementa, entonces el
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Figura 3.1: Diagrama causal para un mercado nacional de electricidad. Las flechas corresponden a las relaciones
entre los atributos que fueron definidas en los estamentos Ei, 1 ≤ i ≤ 8, arriba. Note la presencia de dos bucles de
realimentacio´n negativa.
margen de reserva disminuye. Finalmente, vemos que si el margen de reserva aumenta,
el precio de generacio´n disminuye.
El bucle de realimentacio´n de la derecha representa la oferta de potencia del merca-
do. En este bucle vemos como el margen de reserva determina el precio de la electricidad.
Si el margen de reserva disminuye, entonces el precio de la electricidad aumenta, lo cual
a su vez incrementa el retorno esperado de las inversiones produciendo el aumento de
las inversiones. Cuando las inversiones se hacen efectivas, se da inicio a la construccio´n
de nueva capacidad de generacio´n que, despue´s de un retardo, aumenta la capacidad
de generacio´n efectiva. Si la capacidad de generacio´n instalada aumenta, el margen de
reserva del sistema tambie´n crece.
El diagrama causal solamente muestra las relaciones cualitativas entre los atributos.
Cuando nosotros cuantificamos el diagrama causal, algunos atributos se convierten en
niveles que representan variables de estado, algunos otros generan flujos que representan
razones de cambio y otros atributos generan lo que se denomina variables auxiliares.
En nuestro modelo hemos escogido cuatro variables de estado a saber: la capacidad de
generacio´n instalada GI, la capacidad de generacio´n en construccio´n GC y la demanda
de potencia D que vienen dadas en megavatios (MW ), y el precio retardado o precio al
consumidor PC dado en pesos sobre kilovatio-hora. La moneda del sistema puede ser
la que se defina como necesaria, pero en este trabajo, hemos tomado como moneda el
peso colombiano por referirse a un trabajo que sera´ sustentado en este pa´ıs.
En un segundo paso, introducimos algunos para´metros, flujos y variables auxiliares
con las que se construye el Diagrama de Niveles y Flujos, que corresponde a la cuan-
tificacio´n del diagrama causal ya mencionado, vea la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama de niveles y flujos para un mercado nacional de electricidad.
A partir del diagrama de niveles y flujos se establecen las ecuaciones de evolucio´n
temporal de las variables de estado. La razo´n de cambio de la generacio´n instalada
esta´ dada por:
d
dt
GI = PT −Dep, (3.1)
donde PT es la razo´n entre la capacidad de generacio´n bajo construccio´n GC y el
tiempo promedio que se necesita para construir nuevas plantas de generacio´n TEC
dado en meses:
PT =
GC
TEC
. (3.2)
El flujo Dep muestra la capacidad de generacio´n que sale del sistema, esto es, la depre-
ciacio´n de la capacidad de generacio´n instalada. Esta se define como la razo´n entre la
capacidad de generacio´n instalada GI y el promedio de la vida util V U de la capacidad
medida en meses,
Dep =
GI
V U
. (3.3)
Los flujos PT y Dep son medidos en megavatios por meses MW/mes.
La razo´n de cambio temporal de la capacidad de generacio´n en construccio´n GC
esta´ dada por:
d
dt
GC = Inv − PT, (3.4)
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donde el flujo Inv modela las inversiones en capacidad de generacio´n. Aqu´ı las hemos
definido como el ma´ximo entre cero y el producto del retorno esperado de la inversiones
RE, la depreciacio´n Dep y dos elevado a una cierta potencia ω como se muestra a
continuacio´n:
Inv = max{0, RE ·Dep · eω}. (3.5)
El para´metro ω es un para´metro adimensional que representa la motivacio´n de los
inversores basada en un esquema de incentivos que pretenden satisfacer la necesidad
de compensar la perdida de potencia del sistema debida a la salida de capacidad de
generacio´n por depreciacio´n. El para´metro ω introduce una sen˜al brusca en el flujo
Inv, lo cual modela el deseo de los inversores de aprovechar todas las oportunidades
de negocio (vea la Figura 3.3). La sen˜al eω puede ser reemplazada por nω con n ∈ R+,
e incluso con la multiplicacio´n con ω, obteniendo el mismo efecto en la dina´mica del
sistema, lo distinto son los valores de calibracio´n que toma ω.
Figura 3.3: Si el retorno esperado es negativo, no se realiza inversio´n. Si el retorno esperado es positivo, entonces
las inversiones son una funcio´n lineal del retorno esperado con pendiente Dep · eω .
La variable auxiliar adimensional retorno esperado RE esta´ definida como la difer-
encia del precio de generacio´n P y el costo de la electricidad C divididos entre el precio
de generacio´n. Esto es
RE =
P − C
P
. (3.6)
A grandes rasgos, el retorno esperado es una medida porcentual de las utilidades. El
costo es la cantidad de dinero a ser pagado por la generacio´n e incluye costos fijos y
variables.
El precio de generacio´n P , dado en pesos/kWh, es una funcio´n del margen de reserva
MR. Usualmente, el margen de reserva se define como la diferencia entre la capacidad de
generacio´n instalada y la demanda de potencia, de este modo, su unidad es el megavatio.
Sin embargo, en nuestro modelo necesitamos una magnitud adimensional para evitar
problemas de consistencia del modelo. Entonces definimos el margen de reserva como
la razo´n:
MR = GI/D (3.7)
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Esta eleccio´n del margen de reserva cambia el valor de referencia del valor de equilibrio
que define el superavit y el deficit de cero a la unidad.
El precio P es modelado como una funcio´n sigmoide del margen de reserva MR,
vea la Figura 3.4. El precio es una funcio´n decreciente del margen de reserva, esto es,
para valores grandes del margen de reserva, el precio de generacio´n tiende a un valor
piso, llamado el precio mı´nimo de generacio´n Pmin, dado en pesos/kWh. Para valores
pequen˜os del margen de reserva, el precio de generacio´n tiende a un valor l´ımite, definido
por el regulador para la proteccio´n del consumidor. Este precio ma´ximo esta´ definido
como la suma del precio mı´nimo de generacio´n Pmin y el ma´ximo incremento del precio
de generacio´n ∆Pmax, dado en pesos/kWh. La expresio´n matema´tica es como sigue:
P =
∆Pmax
1 + eMR
+ Pmin (3.8)
Figura 3.4: Precio de generacio´n como funcio´n del margen de reserva. Para MR < 1 tenemos de´ficit de capacidad,
mientras para MR > 1 tenemos supera´vit. El a´rea sombreada en rojo corresponde a los valores del margen de reserva
para los cuales es enviada una sen˜al de expansio´n. Note que los grafos tienden a los valores Pmin y Pmax.
Modelar el precio de esta forma nos permite representar la sen˜al de expansio´n del
sistema. Entonces, cuando el margen de reserva tiende a la unidad por la derecha, el
precio incrementa, y cuando pasamos a la izquierda de la unidad, el precio crece tanto
como sea necesario para asegurar la inyeccio´n de capital para la construccio´n de ma´s
capacidad.
La razo´n de cambio temporal de la demanda esta´ definida como sigue:
d
dt
D = CD (3.9)
donde CD es la creacio´n de demanda. La creacio´n de demanda representa el cambio
temporal de la demanda de potencia dado por el crecimiento de la poblacio´n, el incre-
mento de las actividades industriales, el aumento del uso de aparatos ele´ctricos y por
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el efecto del precio sobre la demanda EPSD. La expresio´n matema´tica de la creacio´n
de demanda es como sigue:
CD = k · (D −Dref) · EPSD (3.10)
donde k es un coeficiente relacionado con el crecimiento de la demanda dado en mes−1
y Dref representa una cantidad de demanda que es aproximadamente la demanda aten-
dida, lo cual hace “que no dependa del comportamiento del precio”. De este modo, la
demanda de potencia de referencia es estrictamente menor que la demanda de potencia
del sistema.
El efecto del precio sobre la demanda EPSD es una funcio´n adimensional que
depende del precio del consumidor y que nos permite ver la relacio´n entre el precio
al consumidor y la demanda de potencia: cuando el precio es bajo, el consumo de
electricidad se incrementa, pero cuando el precio se incrementa, la demanda de potencia
se hace ma´s pequen˜a. En la Figura 3.5 mostramos este comportamiento. El modelo
propuesto para el efecto del precio sobre la demanda es:
EPSD =
(
PC
PCref
)−ε
(3.11)
donde PC es la variable de estado precio al consumidor, PCref es un para´metro positivo
que representa un precio al consumidor de referencia en pesos/kWh y ε > 0 es una
cantidad adimensional que representa la elasticidad de la demanda con respecto al
precio pagado por los consumidores.
Figura 3.5: Demanda de potencia como una funcio´n del precio al consumidor. Los para´metros Dref y PCref
son para´metros positivos que representan una demanda siempre debe ser atendida y un precio al consumidor de la
electricidad, respectivamente.
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La razo´n de cambio temporal del precio al consumidor es
d
dt
PC = CP (3.12)
donde CP es el cambio de precio dado en (pesos/kWh)/mes, el cual esta´ definido como
la diferencia entre el precio de generacio´n y el precio al consumidor, divididos por un
tiempo de ajuste del precio TAP :
CP =
P − PC
TAP
(3.13)
El tiempo de ajuste del precio es un para´metro que expresa el tiempo promedio en
an˜os entre el precio de generacio´n y la eventual decisio´n del consumidor de reducir su
consumo.
El modelo matema´tico completo, es obtenido al reemplazar las ecuaciones presen-
tadas atra´s en (3.1), (3.4), (3.9) y (3.12), del siguiente modo:
Reemplazar (3.2) y (3.3) en (3.1) obteniendo la derivada de la generacio´n instalada
con respecto al tiempo.
Reemplazar (3.7) en (3.8), (3.8) en (3.6) obteniendo la ecuacio´n para el retorno
esperado. Entonces reemplazamos el retorno esperado y la ecuacio´n (3.3) en (3.5)
obteniendo la ecuacio´n para las inversiones. Finalmente, reemplazamos las inver-
siones y (3.2) en (3.4) obteniendo la derivada de la capacidad de generacio´n en
construccio´n con respecto al tiempo.
(Reemplazar 3.11) en (3.10), (3.10) en (3.9) obteniendo la derivada de la demanda
de potencia con respecto al tiempo.
Reemplazar (3.7) en (3.8), (3.8) en (3.13), (3.13) en (3.12) encontrando as´ı la
derivada del precio al consumidor con respecto al tiempo.
Esto nos da como resultado el modelo matema´tico de la oferta y la demanda
de potencia en un mercado nacional de electricidad, representado con un sistema 4-
dimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, de primer orden, como
se presenta a continuacio´n:
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d
dt
GI =
GC
TEC
− GI
V U
d
dt
GC = − GC
TEC
+max
{
0, eω · GI
V U
·
(
1− C
(
1 + eGI/D
)
∆Pmax + (1 + eGI/D) · Pmin
)}
d
dt
D = k · (D −Dref) ·
(
PC
PCref
)−ε
d
dt
PC =
1
TAP
(
∆Pmax
1 + eGI/D
+ Pmin − PC
)
(3.14)
3.3. Ana´lisis del Modelo
En esta seccio´n presentamos el estudio del modelo siguiendo dos estrategias distintas.
En la primera, simulamos el modelo utilizando el software especializado en dina´mica de
sistemas denominadoVensim. En la segunda estrategia, trabajamos el sistema como un
sistema PWS encontrando propiedades matema´ticas que nos van a permitir comprender
aspectos importantes del comportamiento de estos mercados.
3.3.1. Simulaciones con Vensim
Para iniciar, se realizaron un conjunto de simulaciones en las que se encontro´ im-
portantes cambios cualitativos de las o´rbitas bajo la variacio´n de los para´metros de
costo, precio mı´nimo y motivacio´n del inversor, a los que denominaremos “para´metros
de sensibilidad”. Despue´s, se evalu´a la robustez de los resultados en condiciones de in-
certidumbre al tomar un conjunto aleatorio de valores de los para´metros de sensibilidad.
En las simulaciones hemos tomado como condiciones iniciales de las variables de
estado, valores promedio del mercado ele´ctrico colombiano tomados de [47]: capacidad
de generacio´n instalada 13500MW , capacidad de generacio´n en construccio´n 2500MW ,
demanda de potencia 6393MW y precio al consumidor 110pesos/kWh. El intervalo
temporal de simulacio´n es de cero a cien an˜os. Se utilizo´ el integrador Runge- Kutta de
orden cuatro con taman˜os de paso de 0.0625 para las simulaciones.
En las simulaciones se realizaron diferentes combinaciones de variacio´n de los
para´metros encontrando comportamientos destacables al dejar fijos los siguientes
para´metros: tiempo de construccio´n promedio de una planta de generacio´n hidroele´ctri-
ca: 5 an˜os; vida util promedio de la planta de generacio´n: 20 an˜os; tasa de crecimiento
de la demanda: 2% anual; elasticidad de la demanda tomada emp´ıricamente: 0,3; de-
manda de referencia: 1500MW ; precio al consumidor de referencia tomado de [47]:
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100pesos/kWh ; tiempo de ajuste del precio tomado emp´ıricamente 0,4 an˜os (3 meses);
ma´ximo incremento del precio: 255pesos/kWh.
A partir de los valores fijos de los para´metros mencionados, deben considerarse dos
casos: costo estrictamente menor que el precio mı´nimo y costo mayor o igual al precio
mı´nimo.
Caso: Costo menor que precio mı´nimo (c < Pmin)
Cuando el costo c es menor que el precio mı´nimo Pmin, existen valores de la mo-
tivacio´n del inversor ω para los que la capacidad de generacio´n en construccio´n y la
capacidad de generacio´n instalada, el precio al consumidor, el margen de reserva y el
retorno esperado, cambian sus comportamientos cualitativos.
Si la motivacio´n del inversor ω es baja, ω < 1, 05, vea Figura (3.9) al final del cap´ıtu-
lo, entonces la capacidad de generacio´n en construccio´n y la capacidad de generacio´n
instalada decrecen mono´tonamente, mientras que el precio decae hasta un mı´nimo y
repunta mono´tonamente el resto del intervalo. La demanda gene´ricamente tiene un
crecimiento mono´tono para cualquier combinacio´n y variacio´n de los para´metros.
Si la motivacio´n del inversor es ω = 1, 05 la capacidad de generacio´n en construccio´n
inicia una tendencia al crecimiento, mientras que la capacidad instalada lo hace para
ω = 1, 06. Vea Figura (3.10) y (3.11) al final del cap´ıtulo.
Al continuar incrementando la motivacio´n del inversor hasta ω = 1, 14 vemos que
no es solo el comportamiento cualitativo de las variables de estado el que cambia, sino
tambie´n el de las variables auxiliares. Cuando ω < 1, 14, el margen de referencia pasa de
positivo a negativo, mostra´ndonos con esto que para un cierto valor de t, 0 < t < 100, la
demanda superara´ la capacidad instalada del sistema. Pero cuando ω ≥ 1, 14, el margen
de referencia es siempre positivo, con lo que se dice que la oferta puede satisfacer la
demanda, salvo que la demanda tenga picos ma´ximos en algu´n intervalo de tiempo, vea
Figura (3.12).
Cuando la motivacio´n del inversor es ω = 1, 15, se produce un cambio en el compor-
tamiento cualitativo del precio y del retorno esperado, vea Figura (3.13). Para ω < 1, 15,
el precio decrece hasta un valor mı´nimo y despue´s repunta mostrando un comportamien-
to de crecimiento mono´tono que da la impresio´n de estar convergiendo a algu´n valor
p mayor que el precio al consumidor inicial, mientras que el retorno esperado crece
mono´tonamente sugiriendo la convergencia a un cierto valor mayor al valor inicial.
Para ω = 1, 15, vemos que el precio al consumidor inicialmente decrece hacia un valor
mı´nimo, posteriormente crece hacia un cierto valor ma´ximo, para decrecer a contin-
uacio´n, mientras que el retorno esperado crece mono´tonamente hasta un ma´ximo y
despue´s disminuye. En valores de ω > 1, 15, tanto el precio al consumidor como el
retorno esperado de las inversiones disminuyen mono´tonamente pudiendo conjeturarse
que convergen hacia un cierto valor.
44 CAPI´TULO 3. MODELO DE OFERTA Y DEMANDA
A partir de ω = 1, 3787 el me´todo nume´rico del integrador tiene problemas.
Motivacio´n
inversor
Capacidad in-
stalada
Capacidad en
construccio´n
Precio consumidor Retorno esperado Margen reserva Inversiones
ω0
tiende a desa-
parecer
tiende a desa-
parecer
decrece hasta un
mı´nimo y converge
mono´tonamente a
un valor mayor
que el inicial
converge
mono´tonamente
a un valor mayor
que el inicial
decrece
mono´tona-
mente desde un
valor positivo
hacia un valor
negativo
alcanza un
ma´ximo
y decrece
hacia la de-
saparicion
ω1
alcanza un
valor mı´ni-
mo y crece
mono´tona-
mente
ω2
alcanza un
valor mı´ni-
mo y crece
mono´tona-
mente
ω3
decrece
mono´tono-
mente hacia un
valor positivo
ω4
alcanza un ma´xi-
mo y decrece
mono´tonomente
alcanza un ma´xi-
mo y decrece
mono´tonomente
ω5
oscilaciones oscilaciones oscilaciones oscilaciones oscilaciones oscilaciones
Cuadro 3.1: Resumen del comportamiento del modelo nacional.
Caso: costo mayor o igual al precio mı´nimo (c ≥ Pmin)
Cuando el costo de generacio´n es mayor o igual al precio mı´nimo, la descripcio´n
del comportamiento es como en el caso anterior (c < Pmin), para valores pequen˜os
de la motivacio´n del inversor. Cuando la motivacio´n del inversor crece describimos
comportamientos nuevos en las variables de estado y en las variables auxiliares del
sistema.
Tomemos por ejemplo c = Pmin = 40. En estas condiciones, cuando la motivacio´n
del inversor es ω = 1, 4 la capacidad de generacio´n en construccio´n, la variable aux-
iliar retorno esperado y la razo´n de cambio inversiones, presenta una tendencia a la
oscilacio´n, vea Figura (3.14) al final del cap´ıtulo.
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Si tomamos c = 40 > Pmin = 35 y ω = 2, 2 las oscilaciones son muy frecuentes en
la capacidad de generacio´n en construccio´n, en las inversiones y en el retorno esperado,
mientras que en la capacidad de generacio´n instalada y en el margen de reserva aparecen
oscilaciones de gran amplitud y baja frecuencia, vea la Figura (3.15). En estas condi-
ciones la oferta es mucho mayor que la demanda, el precio es pra´cticamente el mı´nimo
y el retorno esperado es negativo tendiendo a cero, es decir, se producen pe´rdidas que
disminuyen con el tiempo.
En el cuadro 3.1 vemos el resumen del comportamiento cualitativo del modelo prop-
uesto cuando se realizan simulaciones con el software Vensim, para distintos valores
crecientes de la motivacio´n del inversor
0 < ω0 < ω1 < ω2 < ω3 < ω4 < ω5.
Para evaluar la robustez de los resultados en condiciones de incertidumbre, uti-
lizamos el me´todo de montecarlo en la plataforma Vensim DSS. Se realizaron 200
simulaciones por cada uno de los para´metros del sistema para identificar los cambios
dina´micos en las variables de estado. Los resultados aparecen en las Figuras A.1,A.2,
A.3, A.4, A.5, A.6, A.7, A.8, A.9, A.10 y A.11 en el Ape´ndice (A). En la Figura (3.16) al
final del cap´ıtulo, vemos los resultados para 500 simulaciones del ana´lisis de sensibilidad
utilizando todos los para´metros del sistema, en un taman˜o de paso de 0,0625.
El ana´lisis de sensibilidad muestra gran incertidumbre para las variables de capaci-
dad de generacio´n, lo cual tambie´n se observa en el margen de reserva, pero al cen˜irse
a los valores del 95%, encontramos que el sistema bien puede estar sobre ofertado
obliga´ndose a exportar, o experimentando grandes deficiencias de capacidad que debe
asumir con importacio´n.
3.3.2. Propiedades matema´ticas
Para facilitar el ana´lisis matema´tico hemos realizado el siguiente cambio de variables:
GI = x1, GC = x2, D = x3, PC = x4.
junto con el siguiente cambio de para´metros
∆Pmax = a, Pmin = b, C = c, PCref = p,Dref = d
TEC = 1/q, V U = 1/r, TAP = 1/s
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obteniendo el siguiente sistema:
x˙1 = −rx1 + qx2
x˙2 = max
{
0, eω · rx1 ·
(
1− c
(
1 + ex1/x3
)
a + (1 + ex1/x3) · b
)}
− qx2
x˙3 = k(x3 − d)
(
x4
p
)−ε
x˙4 = s
(
a
1 + ex1/x3
+ b− x4
)
.
(3.15)
Proposicio´n 3 Tomemos x = (x1, x2, x3, x4)
T . Si b < c < a + b, entonces el sistema
3.15 es un sistema PWS definido como sigue:
x˙ =
{
f1(x) si x ∈ S1,
f2(x) si x ∈ S2,
(3.16)
donde los campos vectoriales f1 y f2 esta´n definidos como sigue:
f1(x) =


−rx1 + qx2
−qx2 + eω · rx1 ·
(
1− c
(
1 + ex1/x3
)
a + (1 + ex1/x3) · b
)
k(x3 − d)
(
x4
p
)−ε
s
(
a
1 + ex1/x3
+ b− x4
)
.


f2(x) =


−rx1 + qx2
−qx2
k(x3 − d)
(
x4
p
)−ε
s
(
a
1 + ex1/x3
+ b− x4
)
.


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Las regiones S1 y S2 vienen dadas por
S1 =
{
x ∈ R4 : x1 < N · x3
}
S2 =
{
x ∈ R4 : x1 > N · x3
}
y la regio´n de conmutacio´n es el conjunto Σ definido como
Σ =
{
x ∈ R4 : x1 = N · x3
}
donde
N = Ln
(
(a+ b)− c
c− b
)
> 0. (3.17)
Figura 3.6: Hiperplano de conmutacio´n. En rojo la regio´n de conmutacio´n del sistema (3.15) con pendiente N en el
plano x1 − x3, separando las regiones S1 en verde y S2 en azul.
Para demostrar la proposicio´n (3) basta ver que cuando el ma´ximo en (3.15) no es cero,
el sistema debe satisfacer la condicio´n
1− c
(
1 + ex1/x3
)
a + (1 + ex1/x3) · b > 0. (3.18)
Al despejar x1 en la desigualdad (3.18) obtenemos la expresio´n
x1 < Ln
(
(a + b)− c
c− b
)
· x3. (3.19)
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El logaritmo en la desigualdad (3.19) existe si el cociente es positivo, es decir, si
(a+ b− c)(c− b) > 0. (3.20)
La condicio´n (3.20) implica a+ b > c y c > b, es decir, b < c < a+ b (el valor del costo
entre el precio mı´nimo y el precio ma´ximo). Nos falta ver que sucede en el hiperplano de
conmutacio´n cuando se satisface la condicio´n (3.20). Al calcular los campos vectoriales
f1 y f2 en la regio´n de conmutacio´n tenemos
f1(x) =


−rNx3 + qx2
−qx2
k(
x1
N
− d)
(
x4
p
)−ε
s (c− x4) .


= f2(x), x ∈ Σ. (3.21)
Con esto queda demostrado que en la regio´n de conmutacio´n Σ, los campos vectoriales
f1 y f2 son iguales, con lo que, si el sistema (3.15) satisface la condicio´n (3.20) diremos
que es un PWS, vea Figura(3.6).
La proposicio´n (3) establece que si Pmin < costo < Pmax, entonces la dina´mica del
sistema esta´ gobernada por dos campos vectoriales diferentes, definidos en regiones
distintas que esta´n separadas por el hiperplano de conmutacio´n Σ. Es de resaltar que
esta situacio´n con Pmin < costo es indeseable.
Proposicio´n 4 El sistema (3.15) tiene el u´nico equilibrio inestable x = (0, 0, d,
a
2
+ b).
El sistema (3.15) puede tener equilibrios en S1, S2 y Σ de los campos vectoriales f1 y
f2.
Se puede verificar que el punto x = (0, 0, d,
a
2
+ b) satisface f1(x) = f2(x) = 0 y que
es el u´nico punto que anula a ambos campos vectoriales f1 y f2. Dado que x ∈ S1,
entonces se dice que el punto x es equilibrio real del campo f1 y es equilibrio virtual
del campo f2.
Dado que el campo vectorial (3.21) solo se anula cuando rNd = 0, igualdad imposible de
cumplir, concluimos que el sistema no tiene equilibrios en el hiperplano de conmutacio´n,
lo que prueba que x es el u´nico equilibrio.
Para establecer la estabilidad de x determinamos la matriz Jacobiana J del campo
vectorial f1 evaluada en el equilibrio x. Los autovalores de J(x) son
λ1 = −q < 0, λ2 = −r < 0, λ3 = −s < 0 y λ4 = k(M)ε > 0,
con M = 2p/(a+2b), lo que nos conduce a concluir que el equilibrio x es inestable con
una variedad estable tres dimensional y una variedad inestable uno dimensional.
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Las proposiciones (3) y (4) nos muestran que el hiperplano de conmutacio´n aparece en
una situacio´n de mercado no deseada, porque el costo es superior al precio mı´nimo, por
lo que no sera´ objeto de ma´s atencio´n en esta memoria.
Atributo Unidad 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Capacidad efectiva
neta del SIN
MW 13277.1 13405.7 13456.9 13495.8 13289.5 14420.0
Capacidad efectiva
neta del SIN segu´n
modelo
MW 13277.1 13061.0 13160.0 13459.0 13892.0 14420
Demanda nacional
del SIN
GWh 52340.0 52851.3 53712.1 54678.9 56147.6 57150.3
MW 5974.9 6033.3 6131.5 6241.9 6409.5 6524.0
Demanda nacional
del SIN segu´n modelo
MW 5974.9 6016.0 6079.0 6174.0 6315.0 6525.0
incremento anual de
la demanda
porcentual 0.98% 1.63% 1.80% 2.69% 1.79%
Precio promedio en
bolsa nacional
pesos/kWh 72.72 83.42 89.10 139.60 130.35 146.00
Precio promedio en
bolsa nacional segu´n
modelo
pesos/kWh 130.00 125.99 126.27 125.97 125.51 125.22
Capacidad en con-
struccio´n
MW 1142.90 NA NA NA NA NA
Capacidad en con-
struccio´n segu´n mod-
elo
MW 1142 2091 2726 3178 3527 3823
Cuadro 3.2: Datos colombianos usados en la validacio´n. En este cuadro encontramos los datos tomados de las fuentes
[1, 47, 49, 50] y los datos obtenidos en la simulacio´n del modelo nacional.
3.4. Calibracio´n y Validacio´n del Modelo
Para la calibracio´n y validacio´n del modelo se utilizaron datos de los mercados
ele´ctricos nacionales de Colombia y Ecuador, de los an˜os 2006 al 2011 (60 meses),
tomados de [1, 47, 49, 50, 51], segu´n han sido organizados en los cuadros (3.2) y (3.3)
arriba.
La calibracio´n consistio´, fundamentalmente, en encontrar los valores de la demanda
de referencia y de la motivacio´n del inversor, partiendo del conocimiento promedio de
los dema´s para´metros. De este modo, se encontro´ que la demanda de referencia es un
valor aproximado al de la demanda atendida y que la motivacio´n al inversor se debe
estimar con al menos tres cifras significativas.
En el caso de validacio´n con los datos colombianos se tomaron los valores de los
para´metros presentados en el cuadro (3.4), mientras que para el caso ecuatoriano los
valores de los para´metros se presentan en el cuadro (3.5)
Los resultados obtenidos en las simulaciones para el caso colombiano se presentan
en la Figura (3.7), donde vemos la curva de demanda de potencia construida con los
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Atributo Unidad 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Produccio´n neta total
de energ´ıa del SIN
MW 1468.5 1638.9 1779.3 1746.4 1866.0 1942.1
Produccio´n neta to-
tal de energ´ıa del SIN
segu´n modelo
MW 1468.5 1557.0 1645.0 1736.0 1834.0 1942.0
Demanda nacional
del SIN
GWh 13974.0 14665.9 15439.3 15763.8 16574.7 17747.8
MW 1595.2 1674.2 1762.5 1799.5 1892.1 2026.0
Demanda nacional
del SIN segu´n modelo
MW 1592.0 1600.0 1613.0 1649.0 1749.0 2024.0
incremento anual de
la demanda
porcentual 4.95% 5.27% 2.10% 5.14% 7.08%
Precios medios gen-
eracio´n no conven-
cional
pesos/kWh 182.16 179.78 179.42 179.05 177.59 177.78
Precios medios gen-
eracio´n no conven-
cional segu´n modelo
pesos/kWh 168.00 170.34 167.94 166.17 165.98 169.58
Capacidad en con-
struccio´n
MW 473.52 NA NA NA NA NA
Capacidad en con-
struccio´n segu´n mod-
elo
MW 473.52 478.63 496.68 524.80 561.15 606.6
Cuadro 3.3: Datos ecuatorianos usados en la validacio´n. En esta tabla encontramos los datos tomados de la fuente
[51] y los datos obtenidos en la simulacio´n del modelo nacional.
Para´metro Valor
Costo de generacio´n 40 pesos/kWh
Demanda de referencia 5653 MW
Elasticidad 0.3
Ma´ximo incremento del precio 255 pesos/kWh
Motivacio´n del inversor 1.5667
Precio mı´nimo de la electricidad 100 pesos/kWh
Precio de referencia 100 pesos/kWh
Tasa de crecimiento de la demanda 0.0178 mes−1
Tiempo de ajuste del precio 4 meses
Tiempo de construccio´n 60 meses
Vida u´til 360 meses
Cuadro 3.4: Datos de los para´metros colombianos usados en la validacio´n. Los valores tomados como para´metros
en e´sta tabla corresponden a valores de mercado encontrados en [1, 47, 49, 50] y a valores de ajuste de las curvas.
datos histo´ricos muy cercana a la curva de demanda de potencia constru´ıda por los
datos de simulacio´n. Con respecto a las curvas de capacidad efectiva neta del sistema
interconectado nacional (SIN), vemos los valores histo´ricos y los valores de simulacio´n
cruza´ndose en tres valores del tiempo: 2006, 2009 y 2011, con un a´rea entre curvas lo
suficientemente pequen˜a como para no ser considerada como preocupante. Las curvas
del precio promedio en la bolsa nacional muestran paridad de los datos histo´ricos y
los datos de simulacio´n para el intervalo 2009-2001, esto se explica porque el modelo
propuesto en este cap´ıtulo no representa crisis de ningu´n tipo ni cambios bruscos del
clima como los producidos por el ENSO (El Nin˜o Southern Oscillation). La Figura (3.7)
tambie´n presenta una proyeccio´n de la capacidad que debio´ construirse el intervalo de
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Para´metro Valor
Costo de generacio´n 40 pesos/kWh
Demanda de referencia 1557.2 MW
Elasticidad 0.3
Ma´ximo incremento del precio 255 pesos/kWh
Motivacio´n del inversor 1.7955
Precio mı´nimo de la electricidad 100 pesos/kWh
Precio de referencia 100 pesos/kWh
Tasa de crecimiento de la demanda 0.0491 mes−1
Tiempo de ajuste del precio 4 meses
Tiempo de construccio´n 60 meses
Vida u´til 360 meses
Cuadro 3.5: Datos de los para´metros ecuatorianos usados en la validacio´n. Los valores tomados como para´metros
en e´sta tabla corresponden a valores de mercado encontrados en [51] y a valores de ajuste de las curvas.
tiempo 2006-2011, de tal modo que se alcanzase la capacidad instalada actual.
Los resultados de las simulaciones para el caso ecuatoriano se presentan en la Figura
(3.8), donde vemos gran paridad entre la curva de demanda de potencia construida
con los datos histo´ricos y la curva de demanda de potencia constru´ıda por los datos
de simulacio´n. Tambie´n tenemos gran paridad entre los valores histo´ricos de la curva
de produccio´n neta total de energ´ıa del SIN y los valores de simulacio´n generados por
nuestro modelo. Aqu´ı es importante explicar que no se encontraron en las bases de datos
consultadas los valores histo´ricos de la capacidad instalada, por lo que se tomo´ como
alternativa el uso de la produccio´n neta total de energ´ıa del SIN; evidentemente estos
dos conceptos no son el mismo, pero representan la oferta de electricidad del mercado
y existe una estrecha relacio´n entre ellos. Con respecto a precios, las bases de datos
consultadas reportan valores histo´ricos del precio medio de generacio´n no convencional,
que al implementarse en el modelo nos muestra un comportamiento dina´mico conjunto
pero distante, de unos 14 puntos entre curvas. La Figura (3.8) tambie´n presenta una
proyeccio´n de la capacidad que debio´ construirse el intervalo de tiempo 2006-2011, de
tal modo que se alcanzase la capacidad instalada actual.
De este modo, encontramos en las Figuras (3.7) y (3.8) comportamientos que validan
el modelo, en el sentido de que tenemos un modelo que aproxima bastante bien los datos
histo´ricos con los de simulacio´n, pero que a su vez muestra la debilidad del modelo, pues
ha sido construido sobre la base de condiciones normales, lejanas de crisis e impactos
del clima.
3.5. Conclusiones de Cap´ıtulo
En este cap´ıtulo se ha construido un modelo cuatro dimensional para la oferta y
la demanda de potencia en un mercado nacional de electricidad. En la elaboracio´n del
modelo se ha utilizado la metodolog´ıa denominada dina´mica de sistemas. La evolucio´n
de las variables de estado capacidad de generacio´n instalada y capacidad de generacio´n
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Figura 3.7: Comparacio´n entre datos histo´ricos colombianos y datos de simulacio´n.
en construccio´n nos permiten ver el comportamiento de la oferta, mientras la evolucio´n
temporal de las variables precio al consumidor y demanda de potencia nos permiten
ver el comportamiento de la demanda.
El modelo se ha estudiado realizando simulaciones con el software especializado
Vensim. En las simulaciones se puede ver que la motivacio´n del inversor, derivada de la
capacidad de generacio´n que sale del sistema, es una cantidad clave en la dina´mica del
comportamiento. As´ı, vemos que es necesario que los inversores se sientan motivados
para que el margen de reserva sea positivo y el retorno esperado significativo.
Las simulaciones muestran que poca motivacio´n hace que el sistema tienda a perder
su capacidad, aunque el precio al consumidor y el retorno esperado crezcan de forma
importante. Tambie´n nos muestra que demasiada motivacio´n hace que el sistema posea
ma´s capacidad de la necesaria y, entonces, los precios y el retorno esperado decrezcan.
Este ana´lisis se confirma con el ana´lisis de sensibilidad, al demostrarse que la capacidad
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Figura 3.8: Comparacio´n entre datos histo´ricos ecuatorianos y datos de simulacio´n.
de generacio´n del sistema esta´ sujeto a mucha incertidumbre con respecto a la variacio´n
de los para´metros costo, precio mı´nimo y motivacio´n del inversor.
El regulador debe entonces determinar que significa poca o mucha motivacio´n para
sostener el mercado nacional y poder enfrentarse al desaf´ıo de un mercado interna-
cional. La motivacio´n del inversor para Colombia fue estimada en 1.5667, mientras que
para Ecuador esta motivacio´n se estimo´ en 1.7955, esto muestra un mayor empen˜o de
inversio´n en Ecuador, pero es de tenerse en cuenta que Colombia suple su demanda,
luego no debe mostrar la misma intensidad que el pa´ıs vecino.
El precio al consumidor, por su parte, oscila entre el Pmin y el Pmax, sin llegar
a alcanzar a este u´ltimo, aunque se dirige gradualmente al Pmax. De este modo, el
regulador debe establecer de forma correcta los precios l´ımites del sistema, el inferior
para proteger al consumidor y el ma´ximo para beneficio de los inversores.
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El ana´lisis de sensibilidad muestra gran incertidumbre para las variables de capaci-
dad de generacio´n, lo cual tambie´n se observa en el margen de reserva, pero al cen˜irse
a los valores del 95%, encontramos que el sistema bien puede estar sobre ofertado
obliga´ndose a exportar, o experimentando grandes deficiencias de capacidad que debe
asumir con importacio´n. De este modo, el mercado debe incluir la idea de interconexio´n
que sera´ abordada en el siguiente cap´ıtulo.
Se ha estudiado el modelo como un sistema dina´mico y se encontro´ que posee un
punto de equilibrio inestable cuando la capacidad de generacio´n es nula, el precio es
el promedio entre el mı´nimo y el ma´ximo, y la demanda es la mı´nima que debe ser
atendida. Tambie´n se encontro´ que el sistema, para un costo entre el precio mı´nimo y
el ma´ximo, es un sistema PWS, pero, dado que no interesa que el costo se tome como
mayor que el precio mı´nimo porque se estar´ıa afirmando que el sistema se disen˜o para
dar pe´rdidas, las propiedades como sistema PWS se obvian en este trabajo.
Los comportamientos crecientes y decrecientes de las variables de estado encontra-
dos en las simulaciones, hac´ıan pensar en la existencia de bifurcaciones de los puntos
de equilibrio. Con el estudio como sistema dina´mico determinamos que solo exist´ıa un
equilibrio en el sistema de tipo inestable, para cualquier combinacio´n de para´metros.
Entonces, entendimos que el para´metro motivacio´n del inversor lograba generar com-
portamientos dina´micos distintos por coordenadas, una especie de “bifurcacio´n” por
coordenada que nos parecio´ muy atractivo.
La validacio´n presenta a este modelo como una representacio´n muy cercana a la
realidad cuya principal debilidad esta´ en no representar crisis o feno´menos clima´ticos.
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Figura 3.9: Simulacio´n para ω = 1. Variables de estado para la simulacio´n con costo = 40 < Pmin = 45 y ω = 1.
Figura 3.10: Simulacio´n para ω = 1, 05. Tenemos un cambio de tendencia de la capacidad en construccio´n. Ahora
vemos que la capacidad en construccio´n no tiende a cero.
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Figura 3.11: Simulacio´n para ω = 1, 06. El cambio de tendencia lo tiene la capacidad de generacio´n instalada. En
la figura vemos que la capacidad instalada y la capacidad en construccio´n ya no tienden a cero.
Figura 3.12: Representaciones del margen de reserva. (a) Para ω = 1, el margen de referencia muestra como la
oferta va perdiendo su capacidad de satisfacer la demanda. A la izquierda, la gra´fica de la demanda segu´n como la
definimos: MR = CI/D. A la derecha, el margen de referencia en te´rminos de porcentaje. (b) Para ω = 1, 14, el margen
de referencia nos muestra que la oferta esta´ en capacidad de satisfacer la demanda. A la izquierda, la gra´fica de la
demanda segu´n como la definimos: MR = CI/D. A la derecha, el margen de referencia en te´rminos de porcentaje.
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Figura 3.13: Relacio´n precio al consumidor y retorno esperado. (a) Para ω = 1 el precio al consumidor y el retorno
esperado tienden a un valor mayor que el inicial. (b) Para ω = 1, 15 el precio al consumidor y el retorno esperado decrecen
hasta un valor pico en rojo e inician un decremento mono´tono. (c) Para ω = 1, 35 el precio al consumidor y el retorno
esperado tienden a un valor menor que el inicial.
Figura 3.14: Simulacio´n para ω = 1, 4. La capacidad de generacio´n en construccio´n, el retorno esperado y las
inversiones comienzan a presentar tendencia a la oscilacio´n.
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Figura 3.15: Simulacio´n para ω = 2, 2. Las oscilaciones son muy frecuentes en la capacidad de generacio´n en
construccio´n, en las inversiones y en el retorno esperado, mientras que en la capacidad de generacio´n instalada y en el
margen de reserva aparecen grandes oscilaciones de menor frecuencia. El precio al final del intervalo esta´ por encima del
precio mı´nimo.
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Figura 3.16: Ana´lisis de sensibilidad de un mercado nacional. En esta Figura tenemos el ana´lisis de sensibilidad del
mercado nacional presentado en este cap´ıtulo con respecto a los diferentes para´metros del sistema.
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Cap´ıtulo 4
Integracio´n Regional de Mercados
4.1. Introduccio´n
En el acuerdo CAN 536 sobre el marco general para la interconexio´n subregional de
sistemas ele´ctricos e intercambio intracomunitario de electricidad aprobado en diciembre
de 2002 [52], los pa´ıses miembros de la comunidad andina establecieron como deseable
el desarrollo de sistemas regionales interconectados y el futuro funcionamiento de un
mercado integrado de energ´ıa entre los Pa´ıses Miembros de la Comunidad Andina,
aduciendo importantes beneficios a los pa´ıses miembros en te´rminos econo´micos, sociales
y ambientales, que adema´s podr´ıa conducir a la optima utilizacio´n de sus recursos
energe´ticos y a la seguridad y confiabilidad en el suministro ele´ctrico de la regio´n.
En este documento se presenta un modelo para la integracio´n regional de mercados
de electricidad construido bajo la dina´mica de sistemas tomando como supuesto que la
transmisio´n que conecta los mercados de las diferentes naciones es de capacidad infinita.
Se presentan algunas simulaciones en las que se puede apreciar alcances significativos
del modelo.
La integracio´n regional de mercados ele´ctricos se traduce en un aprovechamiento de
los excesos de oferta que hay en algunos pa´ıses; en un aumento de la competencia en
el sector, que puede producir una disminucio´n en los precios y una mejora en la cali-
dad, y una ampliacio´n en la escala de produccio´n, que busca aumentar la confiabilidad
y seguridad en el suministro; y en el aprovechamiento de los beneficios en te´rminos
econo´micos, sociales y ambientales que traen los intercambios [53]. De este modo, los
intercambios de electricidad son importantes para el aumento de la inversio´n, para el
aprovechamiento de economı´as de escala y para que el mercado beneficie a los usuarios
con precios ma´s bajos.
El acuerdo CAN 536 establecio´, como principio general, que los pa´ıses miembros
aseguraran condiciones competitivas en el mercado de electricidad, con precios y tarifas
que reflejen costos econo´micos eficientes, evitando pra´cticas discriminatorias y abusos
de posicio´n dominante. Tambie´n se establecieron reglas como las siguientes:
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El despacho econo´mico de cada Pa´ıs considerara´ la oferta y la demanda de los
Pa´ıses de la Subregio´n equivalentes en los nodos de frontera.
Las transacciones internacionales de electricidad de corto plazo no estara´n condi-
cionadas a la existencia de excedentes y u´nicamente estara´n limitadas por la
capacidad de los enlaces internacionales.
Las transacciones internacionales de electricidad (TIE) de corto plazo sera´n con-
sideradas en la asignacio´n y pago del cargo por capacidad en condiciones similares
a los agentes internos de cada Pa´ıs. En tal sentido, la importacio´n o exportacio´n
recibira´ o pagara´, respectivamente, el cargo por capacidad.
La definicio´n de los precios de la electricidad en cada lado de la frontera de-
bera´ considerar todos los cargos propios del sector ele´ctrico existentes en cada
sistema y expresarse en do´lares de los Estados Unidos de Ame´rica.
De esta manera, el reto es doble: por un lado, compatibilizar los mecanismos de mercado
de cada pa´ıs, y, por el otro, avanzar en el disen˜o de una estructura institucional que
permita dirimir conflictos, generar incentivos y establecer reglas claras y cre´ıbles de
largo plazo [53].
En [54] y referencias en e´l, se sen˜ala que los mercados regionales de electricidad se
han analizado tanto desde el punto de vista de los mercados liberalizados, como desde
la perspectiva de los sistemas interconectados entre empresas de servicios pu´blicos que
no son necesariamente del mercado liberalizado. Se citan ejemplos como el de ciertos
submercados mayoristas del noroeste del Pac´ıfico Occidental en los Estados Unidos que
esta´n integrados, donde prevalece la competencia de precios y la idea de un mejor precio
no existe. Tambie´n se menciona un estudio del sector ele´ctrico del A´frica Meridional,
basado en la planificacio´n de costo mı´nimo, donde se encuentra que los beneficios de
un despacho centralizado y competitivo, en comparacio´n con los actuales acuerdos bi-
laterales de comercio de electricidad dan como resultado incrementos importantes de
los beneficios, cuando se hace uso de las instalaciones hidroele´ctricas en la operacio´n
de integracio´n. Para el sistema ele´ctrico de la India, se indica que fueron propuestas
tres opciones de modelos del mercado: un modelo de despacho regional, un acuerdo
negociado entre generadores y distribuidores y un modelo de comprador u´nico.
En este cap´ıtulo se presenta un modelo para la integracio´n regional de mercados de
electricidad construido bajo la metodolog´ıa de la dina´mica de sistemas y se presentan
algunas simulaciones en las que se puede apreciar alcances del modelo.
La estructura del documento es como sigue: en la Seccio´n (4.2) se presenta la es-
tructura de las transacciones internacionales de electricidad (TIE), en la Seccio´n 3 se
presentan me´todos para administrar la congestio´n, en la Seccio´n 4 se presenta el mod-
elo propuesto, en la Seccio´n 5 algunos resultados y finalmente en la Seccio´n 6 algunas
conclusiones preliminares del estudio.
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4.2. Transacciones internacionales de electricidad
En el contexto de las transacciones internacionales de electricidad (TIE) presentare-
mos el marco general de la oferta y la demanda a partir de la dina´mica comercial entre
dos pa´ıses, el importador y el exportador.
Consideremos una curva de oferta como la mostrada en la Figura (4.1) con de-
manda constante D. En la interseccio´n tenemos un precio que corresponde al valor sin
exportacio´n. En la Figura (4.1) a la izquierda, tenemos la demanda D+Exp que corre-
sponde a la suma entre la demanda de la nacio´n que exporta y la demanda de la nacio´n
importadora. La interseccio´n entre la curva de oferta y la recta D+Exp corresponde al
precio de la electricidad con exportacio´n, el cual es mayor que el precio sin exportacio´n.
De esta manera, para la nacio´n exportadora se generan unos beneficios representados
con la regio´n sombreada en la Figura (4.1), izquierda, que implican el aumento de la
produccio´n y el aumento del precio que perciben los generadores, descontando los costos
asociados a la produccio´n para cubrir la demanda extranjera. Mientras tanto, por el
lado del importador, vea Figura (4.1) derecha, tenemos una nueva demanda D − Imp
que corresponde a la diferencia entre la demanda nacional y la demanda que importa.
La interseccio´n entre la curva de oferta y la recta D − Imp corresponde al precio de
la electricidad con importacio´n, el cual es menor que el precio sin importacio´n. De este
modo, para la nacio´n importadora se generan unos beneficios representados con la re-
gio´n sombreada en la Figura (4.1), derecha, que implica la disminucio´n del precio en el
mercado ele´ctrico.
Figura 4.1: Beneficios derivados de una TIE. A la izquierda, en la regio´n sombreada, los beneficios derivados de una
TIE para la nacio´n exportadora. A la derecha, los beneficios para la nacio´n importadora.
Acerca de los perjuicios, vea Figura (4.2), la nacio´n exportadora los tiene en su
demanda, porque sin haber cambiado, tiene que ver como el precio interno del mercado
ele´ctrico se incrementa. Mientras que la nacio´n importadora los tiene en sus productores,
porque han disminuido la produccio´n y han visto disminuir el precio de la electricidad
en el mercado interino con el que se remunera su labor, aunque sus costos sigan siendo
los mismos.
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Figura 4.2: Perjuicios derivados de una TIE. A la izquierda, en la regio´n sombreada, los perjuicios derivados de una
TIE para la nacio´n exportadora. A la derecha, los perjuicios para la nacio´n importadora.
Los beneficios netos, presentados en la Figura (4.3) con las regiones sombreadas, se
determinan de la forma usual como la diferencia entre el beneficio y el perjuicio. En
la Figura (4.3) se puede ver que para las dos naciones el beneficio neto es positivo,
con lo que queda justificada la voluntad de realizar transacciones internacionales de
electricidad.
Figura 4.3: Beneficios netos de una TIE. A la izquierda, en la regio´n sombreada, los beneficios netos derivados de
una TIE para la nacio´n exportadora. A la derecha, los beneficios netos para la nacio´n importadora.
Segu´n la normativa para las TIE’s el mercado importador paga por la energ´ıa que
compra del exterior el precio de mercado interno, mientras que en el mercado exportador
se reconoce esta energ´ıa a los generadores al precio del mercado interno [55]. De este
modo, se genera una diferencia a la que se denomina Renta de Congestio´n. En el marco
regulatorio colombiano, las rentas de congestio´n han sido destinadas en un 80% al
Fondo Especial de Energ´ıa Social (FOES) y en un 20% para alivio de las restricciones
asignables a la demanda domestica.
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4.3. Me´todos para administrar la congestio´n
Desde la liberalizacio´n y desregulacio´n de los mercados iniciada en los 80’s se han
venido formulando diferentes directrices tendientes a la reestructuracio´n de las indus-
trias ele´ctricas con el fin de definir la mejor manera de liberalizar el comercio de elec-
tricidad en el contexto de cada nacio´n. Para este siglo el desaf´ıo consiste en la con-
formacio´n de mercados regionales. En este nuevo escenario, deben definirse aspectos
legales, requerimientos te´cnicos, mecanismos de regulacio´n y fronteras f´ısicas [56]. Los
procedimientos que se establezcan deben aliviar la congestio´n, antes de que los l´ımites
f´ısicos o de seguridad se violen, porque la capacidad de transmisio´n entre los diferentes
pa´ıses es limitada y entonces, deben implementarse mecanismos para adjudicarla.
En [56], se evalu´an me´todos para administrar la congestio´n en mercados regionales:
Restriccio´n sobre la base de la capacidad de transferencia neta publicada: En este
me´todo, el funcionamiento del mercado regional requiere de conocimiento suficiente ac-
erca de los programas de generacio´n y carga dentro de cada uno de los pa´ıses. Sin esta
informacio´n, los operadores de las redes de transmisio´n no son capaces de informar a
los participantes del mercado de la probabilidad precisa de las limitaciones, ya sea para
evitarlas o para emprender acciones de reparacio´n. Varios niveles de intercambio de
datos es posible y recomendable entre los socios, pero se establece que la publicacio´n de
la capacidad neta de transmisio´n1 (NTC), que se refiere a la capacidad de los intercam-
bios entre dos a´reas, es la informacio´n mı´nima que se requiere para ser utilizada como
un indicador que permita que los agentes del mercado puedan evaluar los riesgos de
ver reducida su transaccio´n y poder tomar otras medidas. Sin embargo, la NTC resume
informacio´n compleja, y en algunas regiones un uso excesivamente simplificado de este
concepto puede inducir a errores entre los participantes del mercado.
Subasta expl´ıcita: En las subastas, cada participante en el mercado ofrece un precio
por el uso de la NTC. Las ofertas de los participantes se organizan de tal modo que
las ofertas ma´s altas vayan en primer lugar para el despacho. El me´todo de la subasta
es considerado como eficaz para el desarrollo de la competencia en relacio´n con las
ofertas, las cuales reflejan exactamente el valor real percibido por los participantes del
mercado, da´ndose la ma´s alta prioridad de acceso a quien este´ dispuesto a pagar el
precio ma´s alto. El me´todo permite la integracio´n de contratos a largo plazo con un
comercio bilateral o mercado de contado (spot), sin embargo, la subasta plantea un
“riesgo de transmisio´n” en los contratos bilaterales a largo o medio plazo, porque no
existe una garant´ıa de que sera´n aceptados todos los d´ıas.
Market Splitting (separacio´n de mercados): Este me´todo consiste en dividir la bolsa
de energ´ıa de un mercado u´nico por a´reas geogra´ficas de oferta con capacidades limitadas
1La capacidad de transferencia neta NTC representa el mejor l´ımite estimado para transferencias
f´ısicas de electricidad entre dos a´reas. Es la informacio´n ma´s u´til sobre la capacidad de transferencia
que se publica a los agentes del mercado. La NTC se calcula como la diferencia entre la capacidad de
transmisio´n total y el margen de fiabilidad de la transmisio´n.
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de intercambio. El precio de la bolsa de energ´ıa se fija a partir de las cantidades de
demanda y generacio´n presentes en el a´rea de mercado en su conjunto. A continuacio´n,
el operador del sistema de transmisio´n calcula un flujo de carga e identifica las l´ıneas
constren˜idas. En cada a´rea geogra´fica, se define un nuevo precio en la bolsa, luego, cada
zona tiene su propio precio de bolsa. Cuando el efecto precio-demanda es observado, es
decir, cuando la demanda disminuye a causa de aumentos de precio, la congestio´n se
alivia a trave´s del mecanismo de mercado: la demanda disminuye en zonas costosas, y
aumenta en a´reas de bajo precio. El efecto contrario se observa en el lado de generacio´n.
Este sistema trabaja bien si existe una estructura de mercado comu´n y una organizacio´n
encargada de los intercambios bien definida en ambos lados de las fronteras regionales.
Redespacho: Cuando las transacciones exceden la NTC, los me´todos basados en
transacciones requieren la restriccio´n de las transacciones, y los l´ımites f´ısicos se con-
vierten entonces en un l´ımite para el comercio. En esta situacio´n, el redespacho de la
carga de generacio´n en el a´rea restringida a la operacio´n del sistema de transmisio´n
requiere de un nuevo control, consistente en la alteracio´n de las listas de despacho de
las plantas generadoras, lo cual puede ayudar a aliviar parte de la congestio´n. Para
el redespacho, el operador del sistema de transmisio´n requiere informacio´n sobre los
precios para modular los generadores de arriba a abajo. El redespacho de la carga en
general, genera costes adicionales para el operador del sistema de transmisio´n, que po-
dr´ıan ser asignados a los responsables, es decir, los agentes del mercado involucrados en
las transacciones transfronterizas adicionales, en aras de la eficiencia econo´mica. Este
me´todo no da sen˜ales acerca de la congestio´n de la red, por lo que el mercado continu´a
funcionando como si no tuviera restricciones.
En el cuadro (4.1) se presenta un bosquejo de criterios importantes para la imple-
mentacio´n de los me´todos presentados.
Restriccio´n Subasta Market Splitting Redespacho
justa y no discrimi-
nante
depende de reglas
locales
si si si
econo´micamente efi-
ciente
no si si si
transparente y sin am-
biguedad
si si si si
factible si necesita una fuerte
coordinacio´n de
los operadores
del sistema de
transmisio´n
dificil, requiere de
un mercado spot
se practica en mu-
chos pa´ıses
incentivos para los op-
eradores del sistema de
transmisio´n en caso de
ampliarse la NTC
no potencialmente potencialmente potencialmente
Cuadro 4.1: Resumen de me´todos de despacho tomada de ETSO(1999).
Adema´s de los me´todos para administrar la congestio´n en mercados regionales pre-
sentados por [56], existe el me´todo de subasta impl´ıcita conocido como Market Coupling
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(acoplamiento de mercados).
Los me´todos de subasta impl´ıcita garantizan que la electricidad fluya desde las zonas
de menor precio con excedentes, hacia las zonas de mayor precio con deficit, buscando
una convergencia de precios. Mientras que en las subastas impl´ıcitas la direccio´n del
flujo en la interconexio´n se realiza tomando como base los datos del mercado, en la
subasta expl´ıcita las transacciones se hacen por separado y con independencia de los
datos de mercado donde la electricidad se subasta. De esta manera, se puede decir
que las subastas impl´ıcitas son ma´s eficientes en el corto plazo, mientras las subastas
expl´ıcitas son un mecanismo eficiente para transacciones de varios meses o un an˜o en
adelante, como lo muestra [57].
Los me´todos market splitting y market coupling son variantes de subasta impl´ıci-
ta. El market coupling es un me´todo de administracio´n de la congestio´n que integra
varios mercados de electricidad, administrado por entidades diferentes, conservando la
naturaleza independiente de cada mercado.
El market coupling es ligeramente diferente del market splitting. Bajo el market
splitting, el intercambio de energ´ıa en el mercado se opera a trave´s de zonas de diferentes
precios, mientras que el market coupling enlaza conjuntamente mercados separados en
una regio´n. El efecto es, sin embargo, el mismo.
El market coupling puede ayudar a eliminar los riesgos innecesarios de las negocia-
ciones de la energ´ıa y la capacidad a corto plazo por separado, fomentar la liquidez,
fortalecer los mercados spot y permitir que todos los participantes del mercado spot
puedan beneficiarse de las transacciones transfronterizas. El market coupling puede ayu-
dar a minimizar las diferencias de precios y lograr la convergencia de los mercados si no
existe la capacidad suficiente. Esto tambie´n significa un uso eficiente de la capacidad
de interconexio´n.[58].
Dado que es evidente que el impulso actual de los mercados se encuentra trabajando
en favor de la mayor integracio´n del mercado, el Market Coupling es visto por paneles
de expertos como una forma eficaz de lograr este objetivo [57].
4.4. El modelo de integracio´n propuesto
En [54] y referencias en e´l, se sen˜ala que los mercados regionales de electricidad se
han analizado tanto desde el punto de vista de los mercados liberalizados, como desde
la perspectiva de los sistemas interconectados entre empresas de servicios pu´blicos que
no son necesariamente del mercado liberalizado. Se citan ejemplos como el de ciertos
submercados mayoristas del noroeste del Pac´ıfico Occidental en los Estados Unidos que
esta´n integrados, donde prevalece la competencia de precios y la idea de un mejor precio
no existe. Tambie´n se menciona un estudio del sector ele´ctrico del A´frica Meridional,
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basado en la planificacio´n de costo mı´nimo, donde se encuentra que los beneficios de
un despacho centralizado y competitivo, en comparacio´n con los actuales acuerdos bi-
laterales de comercio de electricidad dan como resultado incrementos importantes de
los beneficios, cuando se hace uso de las instalaciones hidroele´ctricas en la operacio´n
de integracio´n. Para el sistema ele´ctrico de la India, se indica que fueron propuestas
tres opciones de modelos del mercado: un modelo de despacho regional, un acuerdo
negociado entre generadores y distribuidores y un modelo de comprador u´nico.
El modelo que presentaremos en esta seccio´n, fue elaborado para la integracio´n de
n naciones, bajo el esquema de Coupling Market, tomando como referente el modelo
de oferta y demanda de potencia en un mercado nacional de electricidad presentado
en el cap´ıtulo anterior. El supuesto ma´s importante que se hace, en este sentido, es
que la transmisio´n que conecta los mercados de las diferentes naciones es de capacidad
infinita, desarrollando as´ı, un modelo que nos permite utilizar los resultados del cap´ıtulo
anterior.
Dadas n naciones en el esquema de integracio´n regional, debemos definir el margen
de reserva para la i−e´sima nacio´n, i = 1, . . . , n, considerando los siguientes casos:
1. Supera´vit y menor precio de la i−e´sima nacio´n, frente al deficit y mayor precio
de la k−e´sima nacio´n. En este caso, la i−e´sima nacio´n exporta hacia la k−e´sima
nacio´n. El margen de reserva debe definirse considerando la demanda como la
suma de las demandas de la i−e´sima y la k−e´sima nacio´n. Es decir,
MRi =
GIi
Di +Dk
(4.1)
2. De´ficit y mayor precio de la i−e´sima nacio´n, frente al supera´vit y menor precio
de la j−e´sima nacio´n. En este caso, la i−e´sima nacio´n importa desde la j−e´sima
nacio´n. De este modo, el margen de reserva se define considerando la oferta como
la suma de las capacidades instaladas de la i−e´sima y la j−e´sima nacio´n. Es decir,
MRi =
GIi +GIj
Di
(4.2)
3. Todos los dema´s casos, es decir, los casos en los que no se necesita exportar o no
se consigue el mejor precio junto con los excedentes para hacerlo. En este caso
de casos, el margen de reserva es el que se definio´ en el cap´ıtulo anterior para un
mercado nacional:
MRi =
GIi
Di
(4.3)
Para conseguir el v´ınculo entre pa´ıses distintos de la regio´n, tambie´n se debio´ definir
las siguientes variables de decisio´n:
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Margen de Reserva de referencia de la i−e´sima nacio´n MRri, que es el margen
de reserva considerado para una sola nacio´n.
MRri =
GIi
Di
(4.4)
excedentes de la j−e´sima nacio´n Exj , que corresponde a la variable que decide
si la j−e´sima nacio´n tiene excedentes, es decir, MRrj > 1. Esto se representa a
continuacio´n:
Exj =


0, si MRrj ≤ 1.
GIj, si MRrj > 1.
(4.5)
j tiene mejor precio y excedentes disponibles PEDj, que corresponde a una vari-
able que partiendo del hecho de que la j−e´sima nacio´n tiene excedentes, entonces
ofrece el mejor precio al consumidor PC. Esta funcio´n se representa como sigue:
PEDj =


0, si min{PCi} 6= PCj, con i = 1, . . . , j, . . ..
Exj , si min{PCi} = PCj, con i = 1, . . . , j, . . ..
(4.6)
exportaj , es una variable de decisio´n que verifica que la i−e´sima nacio´n efecti-
vamente este´ en de´ficit, para autorizar la exportacio´n desde la j−e´sima nacio´n.
Esto se representa como sigue:
exportaj =


0, si MRri ≥ 1.
PEDj, si MRri < 1.
(4.7)
De esta manera, podemos reescribir la definicio´n de margen de reserva de la i−e´sima
nacio´n como sigue:
MRi =


GIi
Di +Dk
, si MRri > 1, MRrk < 1, PCi < PCk
GIi + exportaj
Di
, si MRri < 1, MRrj > 1, PCi > PCk
GIi
Di
, todos los dema´s casos
(4.8)
As´ı, la electricidad fluye desde las zonas de menor precio con excedentes, hacia las zonas
de mayor precio con de´ficit, siguiendo el esquema Market Coupling.
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Ahora podemos escribir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, con el que proponemos sea modelada la integracio´n regional de n naciones bajo el
esquema de Market Coupling, suponiendo una capacidad de transmisio´n infinita entre
naciones, como se presenta a continuacio´n:
d
dt
GIi =
GCi
TECi
− GIi
V Ui
d
dt
GCi = − GCi
TECi
+max
{
0,
(
1− Ci
(
1 + eMRi/Di
)
∆Pmaxi + (1 + e
MRi/Di) · Pmini
)
·
(
GIi
V Ui
)ω
i
}
d
dt
Di = ki · (Di −Drefi ) ·
(
PCi
PCrefi
)−εi
d
dt
PCi =
1
TAPi
(
∆Pmaxi
1 + eMRi/Di
+ Pmini − PCi
)
(4.9)
donde MRi se definio´ en la ecuacio´n (4.8). La ecuacio´n (4.9) representa un sistema
4n−dimensional, donde n es el nu´mero de naciones. En la siguiente seccio´n presentamos
los resultados de las simulaciones.
Este sistema de ecuaciones tiene sobre cada nacio´n el punto de equilibrio inestable
(0, 0, Drefi ,
∆Pmaxi
2
+ Pmini ).
4.5. Validacio´n de la integracio´n de dos naciones
En esta seccio´n presentamos los resultados del ana´lisis de las simulaciones realizadas
para la integracio´n de dos naciones: la nacio´n A y la nacio´n B. El detalle de la forma
como se implementaron las ecuaciones (4.4), (4.5), (4.6), (4.4) y (4.8), se muestra en la
Figura (4.7) al final del cap´ıtulo.
En primera instancia se realizo´ la simulacio´n con los valores utilizados en la cali-
bracio´n y validacio´n del modelo de mercado nacional, cuadros (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5),
integrando as´ı un par de naciones. El intervalo temporal de simulacio´n es de cero a cien-
to veinte meses, es decir, un total de 10 an˜os. Se utilizo´ el integrador Runge-Kutta de
orden cuatro con taman˜os de paso de 0.0625 para las simulaciones. Los resultados con
respecto al precio, al margen de reserva y las exportaciones de cada pa´ıs se presentan
en las Figuras (4.4), (4.5) y (4.6).
Note en la Figura (4.4) que en los primeros 42 meses la nacio´n A realiza exporta-
ciones produciendo un alza en sus precios locales y la ca´ıda del precio en la nacio´n
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Figura 4.4: Evolucio´n temporal de precios en la integracio´n de dos naciones.
Figura 4.5: Evolucio´n temporal del margen de reserva de cada una de las naciones en la integracio´n de dos naciones.
importadora, de modo que se produce el feno´meno de convergencia de precios en ambas
naciones, alrededor de los 133 pesos/kWh. Entre el mes 42 y el mes 102 la nacio´n im-
portadora B incrementa su margen de reserva, lo cual le permite salir de la posicio´n de
de´ficit y entonces la nacio´n A no exporta hacia la nacio´n B. Esto se nota inmediatamente
en los precios que caen en la Nacio´n A y se incrementan en la nacio´n B. En el u´ltimo
intervalo temporal, del mes 102 al 120, la nacio´n B regresa a su posicio´n de de´ficit,
haciendo que encontremos el mismo comportamiento comentado para el intervalo de 0
a 42 meses. En la Figura (4.6) vemos como, para las condiciones simuladas, la nacio´n A
Figura 4.6: Exportaciones en la integracio´n de dos naciones.
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realiza la totalidad de las exportaciones en la integracio´n. De este modo, se puede decir
que el esquema de integracio´n Market Coupling se encuentra bien representado con el
conjunto de ecuaciones (4.4), (4.5), (4.6), (4.4) y (4.8), pues se ve que la electricidad
fluye desde la zona de menor precio con excedentes, hacia la zona de mayor precio con
deficit, buscando la convergencia de precios.
Sin embargo, note que los valores de exportaciones alcanzan valores que esta´n muy
por encima de lo real. Con respecto a esto, recordemos que la transmisio´n considerada
entre naciones se supone como de capacidad infinita, luego se espera que al restringir
la transmisio´n se encuentren valores de exportacio´n ma´s cercanos a la realidad.
Figura 4.7: Sistema de integracio´n en Vensim. En las cajas grises en los extremos de la Figura tenemos las naciones A
y B, mientras que en la caja central tenemos el mo´dulo de integracio´n necesario para la representacio´n de las ecuaciones
(4.4), (4.5), (4.6), (4.4) y (4.8). La lineas continuas en rojo representan transporte de energ´ıa, las lineas punteadas en
rojo representan transporte de informacio´n y las l´ıneas continuas en azul representan el transporte de energ´ıa al interior
de cada pa´ıs.
4.6. Conclusiones de Cap´ıtulo
En este cap´ıtulo se presentaron las ideas generales de las transacciones interna-
cionales de electricidad TIE y los me´todos de administracio´n de la congestio´n en estas
transacciones. Se concluye que el me´todo de administracio´n de la congestio´n a utilizar
es el de Market Coupling porque puede ayudar a minimizar las diferencias de precios
y logra la convergencia de los mercados si no existe la capacidad suficiente. Adema´s, el
Market Coupling es visto por paneles de expertos como una forma eficaz de lograr este
objetivo [57].
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Partiendo del Market Coupling, se propuso un modelo para la integracio´n en el que
fundamentalmente se realizo´ una redefinicio´n del Margen de Reserva en cada una de las
naciones que participar´ıan de la integracio´n, llegando a un sistema de 4n−ecuaciones
diferenciales de primer orden, no lineales, donde n representa el nu´mero de pa´ıses en la
integracio´n.
La simulacio´n del modelo se realizo´ con los valores de mercado y los valores de
calibracio´n usados en el cap´ıtulo anterior. Como resultado se obtiene el comportamiento
esperado del sistema, salvo en el caso de los valores de exportacio´n, en los que a causa
del supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita entre naciones, se ve sobrepasar
los valores reales encontrados en el mercado en al menos tres veces. Es as´ı, que de
acuerdo al supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita para la interconexio´n, se
puede dar por validado el modelo.
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Cap´ıtulo 5
Consideraciones, Conclusiones y
Trabajos Futuros
5.1. Consideraciones
Durante la elaboracio´n del modelo de oferta y demanda de potencia en el mercado
nacional, muchos fueron los ensayos realizados para conseguir la formulacio´n final del
sistema. Inicialmente se considero´ que la demanda deber´ıa ser tratada como variable
auxiliar, pero el resultado carec´ıa de riqueza dina´mica, desde el punto de vista de los
Sistemas Dina´micos, de modo que se opto´ por ensayar la demanda como variable de
estado, obteniendo como resultado la presencia de un punto de equilibrio. Con respecto
a la representacio´n matema´tica de las funciones auxiliares, se persiguio´ en todo mo-
mento evitar funciones que en la composicio´n final para obtener el modelo en forma de
ecuaciones diferenciales, generaran polos al infinito, limitando la capacidad temporal
del integrador.
Acerca de la transmisio´n de electricidad, debemos anotar que esta fue considerada en
los primeros ensayos de construccio´n del modelo nacional de electricidad, vea [45], pero
posteriormente se volvio´ a la idea de un modelo nacional que vinculara oferta y demanda
sin transmisio´n. Esto se explica en que los valores de transmisio´n que para los propo´sitos
de este modelo tienen sentido, no se requer´ıa de la transmisio´n en el modelo nacional
y, por esto, no fue considerada. La transmisio´n volvio´ a cobrar importancia cuando al
realizar la integracio´n de los dos mercados, nos dimos cuenta de que las cantidades de
energ´ıa tranzadas exced´ıan los valores reales de transaccio´n en el mercado. La decisio´n
fue proponer la inclusio´n de la transmisio´n en trabajos futuros.
El ana´lisis del modelo nacional, desde el punto de vista matema´tico, persegu´ıa la
idea muy personal de bifurcaciones, como se presenta a continuacio´n:
dado un sistema real, representado por un sistema de ecuaciones difer-
enciales y dada la existencia de un para´metro (o arreglos de para´metros
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representados en una sola cantidad), en cuya variacio´n de valor fuera posi-
ble encontrar un cambio en el comportamiento dina´mico, es decir, una in-
equivalencia topolo´gica, se considera que aquellos valores del para´metro (o
arreglos de para´metros representados en una sola cantidad) para los que el
sistema tiene la misma equivalencia topolo´gica (es decir, la clase de todas
las o´rbitas bajo la misma equivalencia topolo´gica o Stratum) configuran un
escenario posible del sistema, de modo que, las acciones a realizar sobre el
sistema, deben garantizar que en todo momento se conserven los valores
para´metricos que verifican la presencia del sistema en el escenario deseado.
Esta interpretacio´n, repito, muy personal, de lo que en matema´ticas se denomina
diagrama de bifurcaciones, hacia que este fuera considerado como un mapa de todos
los escenarios posibles de un sistema, lo cual debe tener intere´s sobre cualquier sistema
en el que se toman decisiones. Sin embargo, nuestro sistema no presenta ningu´n tipo
de bifurcacio´n para el espectro en el que se encuentran confinados los valores de los
para´metros utilizados en estos mercados. La razo´n es que al utilizar la dina´mica de
sistemas como te´cnica de modelamiento, defin´ıamos relaciones causales entre los atrib-
utos y estas relaciones eran de tipo local. Esto implica que la Dina´mica de Sistemas
construye aproximaciones lineales de los sistemas y que la realimentacio´n no necesari-
amente implica comportamientos no lineales, lo que a su vez significa que el no tener
en cuenta estas consideraciones en el ejercicio de modelado, impedir´ıa la existencia de
bifurcaciones en nuestros modelos y, con ello, toda la idea de implementacio´n de las
bifurcaciones como mapa de todos los escenarios posibles de un sistema.
Sobre la eleccio´n del software para la realizacio´n de las simulaciones, inicialmente
se pretendio´ realizar todo el trabajo utilizando co´digo propio en el paquete MATLAB,
pero debido a la sencillez en la implementacio´n de las ecuaciones y la desagregacio´n y
buena presentacio´n de los datos que hace Vensim, se realizaron las simulaciones en este
software especializado en Dina´mica de Sistemas. Tambie´n se realizaron ensayos en otros
software especializados en Dina´mica de Sistemas, pero sus capacidades de integracio´n
eran puestas en duda o sus costos escapaban al presupuesto de este trabajo. La versio´n
del software utilizado es la versio´n gratuita Vensim PLE.
En este cap´ıtulo se presentaron las ideas generales de las transacciones interna-
cionales de electricidad TIE y los me´todos de administracio´n de la congestio´n en estas
transacciones. Se concluye que el me´todo de administracio´n de la congestio´n a utilizar
es el de Market Coupling porque puede ayudar a minimizar las diferencias de precios
y logra la convergencia de los mercados si no existe la capacidad suficiente. Adema´s, el
Market Coupling es visto por paneles de expertos como una forma eficaz de lograr este
objetivo [57].
Partiendo del Market Coupling, se propuso un modelo para la integracio´n en el que
fundamentalmente se realizo´ una redefinicio´n del Margen de Reserva en cada una de las
naciones que participar´ıan de la integracio´n, llegando a un sistema de 4n−ecuaciones
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diferenciales de primer orden, no lineales, donde n representa el nu´mero de pa´ıses en la
integracio´n.
La simulacio´n del modelo se realizo´ con los valores de mercado y los valores de
calibracio´n usados en el cap´ıtulo anterior. Como resultado se obtiene el comportamiento
esperado del sistema, salvo en el caso de los valores de exportacio´n, en los que a causa
del supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita entre naciones, se ve sobrepasar
los valores reales encontrados en el mercado en al menos tres veces. Es as´ı, que de
acuerdo al supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita para la interconexio´n, se
puede dar por validado el modelo.
5.2. Conclusiones sobre el problema de investi-
gacio´n
En este trabajo se construyo´ un modelo cuatro dimensional para la oferta y la
demanda de potencia en un mercado nacional de electricidad. En la elaboracio´n del
modelo se utilizo´ la metodolog´ıa denominada dina´mica de sistemas. La evolucio´n de
las variables de estado capacidad de generacio´n instalada y capacidad de generacio´n en
construccio´n nos permiten ver el comportamiento de la oferta, mientras la evolucio´n
temporal de las variables precio al consumidor y demanda de potencia nos permiten
ver el comportamiento de la demanda.
El modelo se ha estudiado realizando simulaciones con el software especializado
Vensim. En las simulaciones se puede ver que la motivacio´n del inversor, derivada de la
capacidad de generacio´n que sale del sistema, es una cantidad clave en la dina´mica del
comportamiento. As´ı, vemos que es necesario que los inversores se sientan motivados
para que el margen de reserva sea positivo y el retorno esperado significativo.
Las simulaciones muestran que poca motivacio´n hace que el sistema tienda a perder
su capacidad, aunque el precio al consumidor y el retorno esperado crezcan de forma
importante. Tambie´n nos muestra que demasiada motivacio´n hace que el sistema posea
ma´s capacidad de la necesaria y, entonces, los precios y el retorno esperado decrezcan.
Este ana´lisis se confirma con el ana´lisis de sensibilidad, al demostrarse que la capacidad
de generacio´n del sistema esta´ sujeto a mucha incertidumbre con respecto a la variacio´n
de los para´metros costo, precio mı´nimo y motivacio´n del inversor.
El regulador debe entonces determinar que significa poca o mucha motivacio´n para
sostener el mercado nacional y poder enfrentarse al desaf´ıo de un mercado internacional.
La motivacio´n del inversor para Colombia fue estimada en 1.27575, mientras que para
Ecuador esta motivacio´n se estimo´ en 1.64400, esto muestra un mayor empen˜o de inver-
sio´n en Ecuador, pero es de tenerse en cuenta que Colombia suple su demanda, luego
no debe mostrar la misma intensidad que el pa´ıs vecino.
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El precio al consumidor, por su parte, oscila entre el Pmin y el Pmax, sin llegar
a alcanzar a este u´ltimo, aunque se dirige gradualmente al Pmax. De este modo, el
regulador debe establecer de forma correcta los precios l´ımites del sistema, el inferior
para proteger al consumidor y el ma´ximo para beneficio de los inversores.
El ana´lisis de sensibilidad muestra gran incertidumbre para las variables de capaci-
dad de generacio´n, lo cual tambie´n se observa en el margen de reserva, pero al cen˜irse
a los valores del 95%, encontramos que el sistema bien puede estar sobre ofertado
obliga´ndose a exportar, o experimentando grandes deficiencias de capacidad que debe
asumir con importacio´n. De este modo, el mercado debe incluir la idea de interconexio´n
que sera´ abordada en el siguiente cap´ıtulo.
Se ha estudiado el modelo como un sistema dina´mico y se encontro´ que posee un
punto de equilibrio inestable cuando la capacidad de generacio´n es nula, el precio es
el promedio entre el mı´nimo y el ma´ximo, y la demanda es la mı´nima que debe ser
atendida. Tambie´n se encontro´ que el sistema, para un costo entre el precio mı´nimo y
el ma´ximo, es un sistema PWS, pero, dado que no interesa que el costo se tome como
mayor que el precio mı´nimo porque se estar´ıa afirmando que el sistema se disen˜o para
dar pe´rdidas, las propiedades como sistema PWS se obvian en este trabajo.
Los comportamientos crecientes y decrecientes de las variables de estado encontra-
dos en las simulaciones, hac´ıan pensar en la existencia de bifurcaciones de los puntos
de equilibrio. Con el estudio como sistema dina´mico determinamos que solo exist´ıa un
equilibrio en el sistema de tipo inestable, para cualquier combinacio´n de para´metros.
Entonces, entendimos que el para´metro motivacio´n del inversor lograba generar com-
portamientos dina´micos distintos por coordenadas, una especie de “bifurcacio´n” por
coordenada que nos parecio´ muy atractivo.
La validacio´n presenta a nuestro modelo como una representacio´n muy cercana a la
realidad cuya principal debilidad esta´ en no representar crisis o feno´menos clima´ticos.
En este trabajo tambie´n se presentaron las ideas generales de las transacciones
internacionales de electricidad TIE y los me´todos de administracio´n de la congestio´n
en estas transacciones. Se concluye que el me´todo de administracio´n de la congestio´n
a utilizar es el de Market Coupling porque puede ayudar a minimizar las diferencias
de precios y logra la convergencia de los mercados si no existe la capacidad suficiente.
Adema´s, el Market Coupling es visto por paneles de expertos como una forma eficaz de
lograr este objetivo [57].
Partiendo del Market Coupling, se propuso un modelo para la integracio´n en el que
fundamentalmente se realizo´ una redefinicio´n del Margen de Reserva en cada una de las
naciones que participar´ıan de la integracio´n, llegando a un sistema de 4n−ecuaciones
diferenciales de primer orden, no lineales, donde n representa el nu´mero de pa´ıses en la
integracio´n.
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La simulacio´n del modelo se realizo´ con los valores de mercado y los valores de
calibracio´n usados en el cap´ıtulo anterior. Como resultado se obtiene el comportamiento
esperado del sistema, salvo en el caso de los valores de exportacio´n, en los que a causa
del supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita entre naciones, se ve sobrepasar
los valores reales encontrados en el mercado en al menos tres veces. Es as´ı, que de
acuerdo al supuesto de una capacidad de transmisio´n infinita para la interconexio´n, se
puede dar por validado el modelo.
5.3. Trabajos futuros
Para poder avanzar en la comprensio´n de los mercados nacionales de electricidad
bajo el esquema de Market Coupling, a partir del modelo propuesto en este trabajo, se
requiere:
La inclusio´n de la transmisio´n de electricidad en el modelo de integracio´n.
La construccio´n de un software espec´ıfico que no tenga las limitaciones te´cnicas
que tiene el software utilizado en este trabajo, a saber, el software Vensim. Esto
debido a que la implementacio´n del modelo en el software Vensim, hizo necesario
el uso de un nu´mero importante de variables auxiliares que permitieran la imple-
mentacio´n de las ecuaciones para dos naciones. En el caso de desear implementar
el sistema para tres o ma´s naciones en el software Vensim se hace imposible.
Sin embargo, es posible el establecimiento de reglas de juego para el sistema inte-
grado de electricidad, a partir de los resultado presentados en este trabajo, pero es una
actividad que au´n esta´ por ser realizada.
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Ape´ndice A
Ana´lisis de Sensibilidad: Mercado
Nacional de Electricidad
Figura A.1:
Sensibilidad del mercado con respecto a la creacio´n de demanda. La creacio´n de demanda fue tomada entre 0 y 2.
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Figura A.2:
Sensibilidad del mercado con respecto al costo. El costo fue tomado entre 5 y 100.
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Figura A.3:
Sensibilidad del mercado con respecto a la demanda de referencia. La demanda de referencia fue tomada entre 0 y 5000.
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Figura A.4:
Sensibilidad del mercado con respecto a la elasticidad de la demanda con respecto al precio de la electricidad. La
elasticidad fue tomada entre 0 y 3.
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Figura A.5:
Sensibilidad del mercado con respecto al ma´ximo incremento del precio. El incremento ma´ximo del precio fue tomado
entre 20 y 500.
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Figura A.6:
Sensibilidad del mercado con respecto a la motivacio´n del inversor. La motivacio´n del inversor fue tomada entre 0 y 3.
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Figura A.7:
Sensibilidad del mercado con respecto al precio mı´nimo de la electricidad en el mercado. El precio mı´nimo fue tomado
entre 5 y 100.
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Figura A.8:
Sensibilidad del mercado con respecto al precio de referencia de la electricidad. El precio de referencia fue tomado entre
50 y 150.
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Figura A.9:
Sensibilidad del mercado con respecto al tiempo de ajuste del precio. El tiempo de ajuste del precio fue tomado entre 0
y 0,5.
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Figura A.10:
Sensibilidad del mercado con respecto al tiempo de construccio´n de capacidad. El tiempo de construccio´n fue tomado
entre 1 y 7.
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Figura A.11:
Sensibilidad del mercado con respecto a la vida u´til. La vida u´til fue tomada entre 5 y 40.
